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��B�'�+�� %�� ������+��� + I��� ',�/�� ��� i�!� ���� ����� ������
��3 �,�� Ñi� � '���-- �,�� �+��/�!� ',�+� ��+�

L � ΣipiÑi.

%�� ��+�'��A +���-��'�-A ��-+,��- ����+ pi �/�� � ��D��� ��
+�/�',��@ ���'@ � I�����3 �'��/��� H �� ���+����( ���� ����
��,�� $����D��� ��B�� I������( H � '����( �,��( ',�+� L �,-
,3&�A �&���+ ����+ ������,-��'- �������( \����

��������
�� H���� ��'�� ���+�'�+� H 	 L�
�� �'-��( �'��/�� '��&F��( ��B� ��������+��@ ���� /�� +�,�/��
L�H &���� '��,@ �!��� ��,��


���'�@ L � H ���+���'- ��2�	�
	���� �	��� ^',� �&�� ���
��+ ��B� ��/� ���&��@ � ��+�+���-��� �����B�'�+�� ��� ��� ��
+���,�� ��B� +�&���@ ��� ' Ñi � Ni� � ',���+���,@� ' L � H �

?������� /�� � �������� ����,@�� ���� ����� +'���/�3�'- ����
���+� /�'��� � ��I���� ������+��� ' ��'��-�( �,��( ����+�A ',�+�
/�'�� �����-���� �� ��A�/�'��A '��&��B��(� + &�,@D�'�+� ',�/��+
��+����� ��&���/��

����- .������$�  ������/

C/�+���� /�� +'-��� ���+�,� �&��&���� '��&F��( ��B� ������+��@�
��� ���&��B��� ν� ������� '��&F��-� N �� �������!� ��B�'�+� '��
�&F��( S '��+�� + '���+��'�+�� �+�� '��&F��- N � �� ��B�'�+� S ��
$��&F��- N � N � 0 I�� ��',���+���,@�'�� ����+� ������� ��B�
������+��@ ��� ��',���+���,@�'�@ &��+� ',�+ �,� ����,�B��(� "����
�&����� �&��&���� '��&F��( ��B� ����'��+��@ ��� �������� �����
��+����

b��&� ���+�,� ',�B�,� �'�+�( �,- �&��&���� '��&F��(� ��
��,B� ����+��@ ������,��( '��'�& ��'�����- '��&F��- N � �
ν�N�� ^',� ��B�'�+� S +�,��� � ����+��@ ���&��B��� ν ��'���'�+��
����/�',��- +'�A '���+��'�+�( �I������+�� �� ��&A����� �����@ ���
�/�� ��B�'�+� �������( #I,�������A D�!�+) ���� /��&� ��B��(
����A�� ��B� &�,� �'�F�'�+��@ ' ����F@3 ���/�!� /�',� ����A D��
!�+� "���� I,�������� D�!�� ��B��� �������� &��@ ',���3F�(�
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�S



����� ��!�� �B� �����@ ���-��� +���,��- I,�������A D�!�+
� �',�+�- ��+��D��- ����&����+��-�
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�� ��� ��B� ������,��@ ��-��� ���������X b�� ������,�!���
��-��� '��&F��-X C����/� ,� ���+�,� ������������ '��&�
F��(X

�� ����� '��&F��- ���+�3�'- ��'�������X b�� ����'��+,-3� '��
&�( '��&F��- + -����+�( �����X b�� ����� �,��+��� '��+�, �
',�+�X

S� b�� ���+���'- ������+��(X b�� ��,B� �/���+��@'- ��� �����
��+��� �&E����+� + /�'��'��� /�'�, �,� &��+X

�� ����� '��&F��- -+,-3�'- D���+'����X 
�+� ,� +���-��'��
��-+,��- ����A '��+�,�+ + -����+�� '��&F���X ��� ��B�
������,��@ ��,�/�'�+� ��������� + '��&F���X b�� ����� &�� �
��� � '+-�� ' �,@������+��� +�&����� ��� ��'������+���
'��&F��-X

	� b�� ����� I�����- �'��/��� ���������X ����+ `����/�'��(a
'��', I������X

U� ��� '+-��� I�����- �'��/��� � '���-- �,�� ����X b�� �����
��&���/�'�@ ����X ��� ��B� '�����,���+��@ ������� \���
�X
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�� b�� -+,-��'- '�!�,�� � ����( �!� �������� �'��,@����'- ��� ���
����/� ��������� + +��� ��!� pqp�'��&F��(� �����,@��X

�� %�'�@ �,��+�� '�'���� ��,@�� �� ���A ����+� r� s� t� 0 ��-+,-3�
F�A'- ' ��+�( +���-��'�@3 + �������� ���'��� %�'���(�� ����+�
� ������'�( ���� ��,�!�/�� ���+������ + ��'�&��� � �������
��(�� ',�+� tstsr� $��+��� I�����3 I��!� �'��/��� H � '����
33 �,�� ��,�/��!� ���� L� %�� ����A +���-��'�-A ��-+,��-
����+ r� s� t ��B� &�,� &� ��,�/��@ H � LX
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$+����-� ��������3� ������+����3 ����@3���� �,� ��,�/����3 ��
�!�� &���� ���+��@ ��

2.� $�/�,� �� ��''������ ��	����4�
��2 ��

26� ��� ���+�,�� I�� ����� ��&��� ' �������� + ��( �,�
��( '����� ������B�+���'- � ���+� �'������(� ���'���'�+��
+���,-���A �����''����� %�',���� ��,���+��� ������,��� �!���
�/��- � ����'��+,��� I��A ���A �,�� ���� ',�+���� � �'��,@�
������ ���+�,� �������������

%� ��A�/�'��� ���/��� �,- ����'��+,��- ���A ��� �A A���
��� � �&��&���� + ����@3���� �'��,@��3�'- �+��/�� ���� `2a �
`�a� Y������� /�� ,3&�3 ��������3 ��B� ��������+��@ ' ����F@3
�+��/�!� �,��+��� #�&��� �+��/�A ����+)� %�� I���� ��� �� ���
��� ��&A����� �'���+��@ ���+�,� ������������� J�� ���+�,� &����
������ �,- ���A ����!� ����� ��� ',��'�+��� ��� � �� B� ��',��
��+���,@�'�@ �+��/�A ����+ &���� �����������+��@'- ����������
Y�������� ',�+� 2�22 222� ��B�� ���/��@ � ��'-��/�� /�',� U	� �
'��+�, ,���'��!� �,��+��� `da�

����� ���&� �0���& ��1���&� ."������

:�� 7���� ���	� 	�3�6 ��
 ��N ���
 ���N � !�� �	�#> A��2�

�� �� ��$�	�2�;

01�������� �� 2��3�� 4 $#5

%��+��� /�� �� ��''������� 0 I�� ��2� $,�+� `&��a �B� +'���/��
,�'@ �� ����� C� ���/�,� ������ ��,�/�'�+� ���������� '����B��
F�('- + '��&F���� "����@ B� �� '���� I�� ��-��� � &���� ����������
+��@ ��� &���� �&E���� ������( ��B�� �������@ ��,@�� �+� ��/��-�
`2a �,� `�a� � �!,�-��/�( ������,�!�� I�� ��-��- ���,�/�3�� e=9
� o=9 '���+��'�+��� ^F� ��� ���/������ /�� �,��+��� �'��,@�����(
�,- ����'��+,��- ���������� ��� � ��� B� #�&�� �+��/�A ����+)�
� +�� ���+�,� ������������ �,- ���A ����!� ���� ���,�/�� 
���
��� &���� ���B� � ��������� �����-���� � ���� ��!� �,� ��!�
����� %�������,@� � &���� I�� ,�!�/�'��� ��������� $+-B�� ��/��
�� `�a ' �'���( #`�uvKa)� � `2a 0 ' ,�B@3 #`gdwpKa)� Y�� �����
I��!� #,�!�/�'��!�) ���� ��B� ������,��@ ',���3F�� ���������

:�; %���������0 1 and 1 � 1, 1 and 0 � 0, 0 and 1 � 0, 0 and 0 � 0N
:�H�; %��������0 1 or 1 � 1, 1 or 0 � 1, 0 or 1 � 1, 0 or 0 � 0N
:BI; %��<�������0 not 1 � 0, not 0 � 1N
:��$� !� 8�� �H�; 1 xor 1 � 0, 1 xor 0 � 1, 0 xor 1 � 1, 0 xor 0 � 1�
%+O�P)Q./R ST0

�	



1�B�'�+� I,�����+ ' ������,���� ����� �&����� ����- ���+��
�� �������-�� ���+�3�'- �����	� ������	� + /�'�@ GB���B� ��,-�
����+D�!� + �V	� !��� '�/���� `H'',���+��� �����+ ��',�� � ���
����A �'�+�� ��������/�'��� ������ ,�!��� � ������ +���-��'��(a�
7����	� ��
���� -+,-��'- +���B���� ��,�/��� �� �� ��!�����+

#I,�����+ �������( &�,�+�( �,!�&��) ����� ',�B��-� ���B��- �
+�-��- ����,��-� H�+�'��� /�� �,- ��B��( &�,�+�( �,!�&�� '�F��
'�+��� ��+� 22n ���,�/�A &�,�+�A �����( n ��!�����+� � �D��
',�/�� +����B� � &�,�+� ������ ���!� ��!����� T �+� ��'��-�
��� ��+�� 2 � �� ��B��'�+��- f�x� � x � ���'�+��- ����+��,@�
�- �����-� ����'��+,-3F�- '�&�( �������3 `Y^a� J�� ,�!�� +����@
�� ',���3F�( ��&,���� ������+�3F�( ��!���� � ��/��- I��A ����
��(�

x f1�x� f2�x� f3�x� f4�x�
2 2 � 2 �
� 2 � � 2

^',� ��''������@ &�,�+� ������ �+�A ��!�����+� �� �� �(���
��,@�� �2 ����+��,@�A �����(� H����'�� /�� +'� &�,�+� ����
��� ���!� � �+�A ��!�����+ ��B� +������@ /���� ��� &�,�+� ����
��3� "���( ������( ��B�� &��@ � ��� ���+����( D���A \������
x�1x2 � not�x1 and x2� #�+���� /�� x1 � x2)� � �����- %��'�� ��+�-
�not x1� and �not x2� #� x1 � � x2)� ����B��- �,- �'�+�A �����(
/���� D���A \������ ����+��

x1 and x2 � �x�1x2�
��x�1x2�,

x1 or x2 � �x�1x1�
��x�2x2�,

not x1 � x�1x1.

J�� ���/���� /�� �,- ����'��+,��- +'�A ,�!�/�'��A �������( + ����
�@3���� ��'����/� ���,���+��@ ��,@�� ���� �������� ��,@�� D���A
\������ �,� �����3 %��'�� � �'��,@��+��� /�����A ���+����A
+�D� �����( 0 -+�- ��&���/�'�@� J�� �&�',�+,�� ���'����( � &,��
��'�@3 I��A /�����A �����( /�,�+�/�'���� ��D,��3�

����� ��/�&� ������&� *��������� 2���������� ���1� �#
���� ��$�� � ��01�/3

Z3&�� ���� ��B� ����'��+��@ + +��� ��',���+���,@�'�� &���+� C��
��� � ��B��� I���� ��D��- ���,@�( ����/� �� ��,B� �'��,@���
+��@ ���� ���A� �,- I��!� ��&�,�� ���A��-F��� G,- I,�����+ &�,��

�U



+�A �,!�&� I��� ���/�� &���� � �,- ���'��-� '��B��� ����(��� +�'�,�
�/�( �,���� �'��,@��+��� ��,@�� &�� �������,� &� ��,�� .��+�@
�&'���!���+��- ���'@ ��,B� &��@ ��!� +�D��

%�����,�B��� �� �&��&���+��� ���'��� ���'��� � ��������
-����� ^',� I�� �!,�('��( -���� �� '���+��'�+�3F�( �,��+�� ��,B�
'����B��@ U� ���,�/�A ���� #�U �,- ,���'��A '���/�A &��+� �U �,-
��!,�+�A � �2 ���&'��A ����)� � ���B� ���� �������- � ��������
���!�� �����

Y� +'� '��+�,� ��+�+���-��� � �������� � +�+'� ��!�� ��'��'�+��
+��@ + ���'��A� � /��&� ���@D��@ ��&���/�'�@ ������+��-� &�,� &�
���+�,@� ������+��@ '��+�,�� +'���/�3F��'- /�F�� ��@D�� ��,�/��
'�+�� &���+ #'�� �����&�� �� �����)�

C���� ������/�'�� +'� '�+������ ����@3���� `��&���3�a ��,@�
�� ' ����� ���'���+��!� �������� � ����@D�( ������ 0 V &���+
�,� � &�(�� 7��� -+,-��'- ���B� ����@D�( ����'����( /�'�@3 ���
�-�� ����@3����� ^',� &� ����'�+�,'- ��B��( &��� ����'� &�,� &�
/������� �,�����

H���� ��A�/�'��� ���&�+��- �����3� �� ���'���+��( ������
���� `'��+�,�a #V &���+)� � ��I���� �� �����/�+��� �,- ����'��+,��-
���'��+�( ��������� &�,@D� &���+� /�� I�� ��&A������ +��B���
'/���-� /�� +'� '��+�,� ��+�+���-��� � I��� '���+���'- �����+ �,-
`'B���-a ���A #��/�� ��(,�+)� ������� �� ��''������ �B��

C'����'- ��,@�� '�����@'- ' �+-���( `��+�+���-��'�@3a +'�A
'��+�,�+� G,- ����'��+,��- ,���'��A '��+�,�+ ��'����/� W &���+
#��� ���+����( dpfjj ���)� �'��,@�� ��V ��/��( #+�����3F�� &,��
!����- �'��,@��+��3 V�!� &���) �����-3�'- �,- ������+��- ����,�
���,@�A '��+�,�+ ,���'��!� �,��+��� #��,-��� � ����)� '��+�,�+
�'�+��!������ �,� '��+�,�+ ����,,����

G,- ��!�� /��&� ��������+��@ '�������� � ����,���,@�� '��+��
,� ,���'��!� �,��+��� � '��+�,� ����,,��� ���+����� �	U '���
+�,�+ #V &���+) ���'����/�� � +��@ �'�@ �F� � &�,@D�� ��,�/�'�+�
����!,���+� &��+ ���+�A �,��+���+ � ����


��+���� ����@3����+ ���+�,� � +����B�'�� +���,-�@ ��� '��+��
,� � &�(�� #�U &���+)� /�� ���+�,-�� ������+��@ ��� ������ U		SU
����+� %��+�- ������+��� �'��,@��3F�- � &�(��� ��,�/�,� ��+���
v>=45L:� %�� I��� �,- '�+��'����'�� '� '����� ���!������ �&�'�
��/���� &�,� �����&���� ���,�/�� ������ ����'��+,��- �����+
'��+�,�+ + v>=45L:� v�gV� v�g�U� v�g�UwK� v�g�UeK� $�(/�' ������
&���+���'- /�����A&�(��+�- ������+�� vfp�� #v>=x:;<Ry fzR;R49:; p:9)�

�W



����% 4��&� )� ��� �������&�  � ���&  )� ����� ��"��#
�����&/ � �����&/ $��&� ."������� ����"�����

�'������ /�� ����� ��������- '�'���� '/�',��-� C&�/�� #��'-�
��/��) /�',�� ��� ��+�'��� ��B� ����'��@ + +��� #�,- ���'���� ��'�
'������ ���A��/�� /�',�)

abc � a 
 102 � b 
 101 � c,

!�� 0 	 a, b, c � 10� � �2 0 I�� �'�+��� '�'���� '/�',��-�
���'�� 10 + ��/�'�+� �'�+��- ��B� +�-�@ ,3&�� �����,@�� /�'�

,� #����� 1)� �������� V

1278 � 1 
 82 � 2 
 81 � 7 � 8710

�,� �U
5716 � 5 
 161 � 7 � 8710.


�������'-� �',� �� ��''�����+��� ��������3 '�'���� ' �'�+����
N � �� �'��,@��3�'- ����� �0...N � 1� "��� + D�'���������/�( '��
'���� '/�',��- �-������@ ����� 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A,B, C,D,E, F �
%����� � ��������( '�'���� 0 ���'��� ������

G,- ����+��� /�'�, �� ���( '�'���� '/�',��- + ���!�3 '�F�'�+��
3� ���'��� ���+�,�� %��F� +'�!� ����+����@ /�',� + ��'-��/�3 '�'���
��� G�('�+��� ��-�� �� ������,��3� +���,-- +'� ��('�+�- �� ���+��
,�� ��'-��/�( ����������

13578 � 1
83�3
82�5
81�7 � 512�3
64�5
8�7 � 512�192�40�7 � 751

G,- ����+��� ��'-��/�!� /�',� N + '�'���� '/�',��- ' �'�+���� r
�B� �����,��@ ���,� N � r #��B� ����'��� + ��'-��/�( '�'����)�
��,�/��� /�'��� '�+� �����,��@ � r � ��� ��,��@� ���� ��',����
/�'��� � '���� ��+�� �,3� %���'��+,���� /�',�N &���� �&����-
��',���+���,@�'�@ �'�����+ ��,��-� 1�B� &�,� &� ��'�����@ ��/�
��� B�� ��� � ��� ����+��� + ��'-��/�3 '�'����� �',� &� �� ��,�
��&,��� ���B��-� '��B��� +�'@����/�( '�'���� ���B� A���D�� ���
��'-��/�(� Y� �� ,�!/� ��,��@ + ��'-��/�( '�'����� /�� ���B��@ +
+�'@����/�(�

����@3���� �'��,@��3� �+��/�3 '�'���� '/�',��-� G,- I��!�
�'�@ �-� ���/��

• "�A�/�'��� �'���('�+� ' �+��- �'��(/�+��� '�'��-�-�� ��&��
,�� ���B��

�V



• G+��/�- ���������� ���!� ���F� ��'-��/�( + ���,������ �
��������� ���+��

• G,- �&��&���� #�,- +���,��- ,�!�/�'��A ����&����+��() ��
�������� +����B� �������� �������� &�,�+�A �,!�&��

?������� /�� � + �&�/�( B��� �� �'��,@���� ��'-��/�3 '�'���
�� '/�',��-� ������ /�� ���+��,� '/����@ �� ��,@���� C���� ��'-�
��/�- ���������� �'��,@����'- ��,��� � +'�!��� � ������ ��������
��,!�� +���- ��,@��+�,�'@ �-����/�( '�'����(� G� � '�(/�' + �����
U2 '����� � + /�'� 0 U2 �����

Y�'��,@�� ���F� &�,� &� �� B��@� �',� &� � �' &�,� +�'��@
��,@��+ #D�'������@ � ����A � �!�A)� %���+�� �� �+��/�( '�'�����
�'��,@�����( ����@3������ + D�'���������/�3 #�,� +�'@����/�3)
+���,-��'- I,������� #�&����( ����+�� � ',�B��)� G,- I��!� ��
�� ���&��@ /�',� � ������� #�,� ������) � ����'��@ ��B��3 �������
#������) '���+��'�+�3F�( D�'���������/�( #�,� +�'@����/�() ����
��(� �������

� � ���� � ������

� �  ���� � �����

^',� �� ��''�����+��� ��,�� /�',�� �� ������,�B��� �& �A ��+��
+���-��'�� + &�,@D�'�+� ',�/�-A �����,���� ?��'@ �'�@ ���!�� �!���
�/��-� ��� ���+�,�� ��A�������� J�1 ������B�+��� ����'��+,���
��,�A /�'�, ��,@�� �'��,@��A ���'���+��A �������+� $��B��� ���
������ ��,��� ������� �����3� #�,- j>9:y) � &�(��� � �,��� ��,�� 0
� &�(��� ����/��� �� ��B�� �!���/��'- � ���� &�(���� + I��� ',��
/�� ��B� ����'��+��@ ��,@�� �	U ���,�/�A /�'�,� � ',�/�� B� �+�A
&�(��+ �� ��,�/��� U		SU ���,�/�A ��,�A /�'�,� � + ',�/�� /����
��A 0 �����UW��U� � &�,@D�'�+� ',�/��+ I��!� ��'����/�� � ������
��������@ � ����/�� !�� ����� �!���/��� &���� +�'@�� '�F�'�+����

H���� ��''������ ���&�(��+�� ��,��� C� ������3� ��/��- ��
000000002 �� 111111112� ���� �� 2 �� �		� ^',� B� �� A���� ����'��+��@
� ��������,@�� /�',�� �� ��&A����� +���,��@ &�� �,- ��������� �
���� /�',� #��������,@��_���������,@��)� G,- I��!� �'��,@����'-
'���( ,�+�( #'���D�() &���

"���� �&������ ��� ����'��+,��� ��,�!� /�',� '� ����� ��B�
��&����@ ' /�',��� + �������� �128, . . . , 127��27, . . . , 27 � 1�� �',� �'�
��,@����'- ��� &�(�] �32768, . . . , 32767 ��215, . . . , 215 � 1�� �',� �+� &�(�
��] � �2147483648, . . . , 2147483647 ��231, . . . , 231 � 1)� �',� /����� &�(���
%�,�B���,@�A /�'�, � ��� ��@D�� /�� ��������,@�A� ��'��,@��
�,@ ���'@ '/�����'- ��,�B���,@�� /�',���

��



��A�������� &�,@D�'�+� ����@3����+ ������B�+��� �+� �� ���A
���� ������+��- ��,�A /�'�, '� ����� 0 ��� ���+����( ��-��(
��� � �&����( �,� ����,���,@�( �����

%�,�B���,@�� /�',� ����'��+,-3�'- +� +'�A ���A ����A �������
+�� � ��������,@�� /�',� ���3� ����� ����'��+,���� �����/ $��� �

����+�� ����-�� �� � + ����-�� �����+�( /�'�� ����F� �+��/�( ���
�&'�,3��( +�,�/��� .����&/ $��� G+��/�( ��� �&'�,3��( +��

,�/�� /�',� ������-�� �+��������'- #��� I��� + ����+�� ����-��
��,�/���'- �)� ��"�������&/ $��� � �&������ ���� ���&�+,-���

'- ������� ��� ���+�,�� ��������,@�� /�',� ����&������'- + �B�(

��� ��� ++��� + ����@3��� �+������/�'�� � ��,�� ���� + ����� +��
�� A����'- � �/�'�+��� + �������-A� %�� +�+��� ����'A���� �&�����
����&����+����


�''������ �������3 ',�B��- �+�A ��,�A /�'�,� ����'��+,��A
�&������ ������� � ���'��� �������

1 � ��3� � 0000 00012 � 1111 11002 � 1111 11012 � �2.

��/����� ����-��'- ',�B���� ' �����( ���� +����!� ',�!�����
!� � �����+���,�B�(�

%�'��,@�� ���B��� � � I�+�+�,��� '��F��3 ���� �+��/�!�
/�',� � ��� ������3 +,�+�� ���B��� ���,�����'- ��� ��',���+��
��,@�'�@ ',�B��( � '�+�!�+� %�� I��� �'��,@����'- ������� &�,�+�A
�,!�&�� G�,��� �&�/� ����'A���� ����� ��!������!� ���&�+,��-
� ��,����� ���� ��,���,-�

C/�+���� /�� ����'��+,��� �&E����+ #���� ���+�,� ������������)
+�&�����'- ���� /��&� �&,�!/��@ ���,�����3 + ����@3���� �������(�
������� ������,�!���'- �� ��� +���,-�@� G,- ��,�A /�'�,� �����
�������( '��+��- #��+�'�+�_���+�'�+�� &�,@D�_��@D�)� I�� ��'�
'������� +�D� ��������/�'��� ���������

C!���/��� /�',� &�(��+� +���,-���A �,- ����'��+,��- ��,�A
/�'�,� ��B�� ���+�'�� � ����� /�� ��� �������-A ' ��� ',�/��'-
�����	�
�
� T '������-� ��!�� ��,�/��� + ����,@���� ��,�� /�',�
�,@�- ����'��+��@� ��'��,@�� �� +�A���� �� �����,� ������A ����
�����+� Y�������� ��� +�/�',��� ��������,�+ �+�A��/�A /�'�,
#�{ � SU�VV2 �+����B� ����'��+��@� �'��,@��- �+� &�(��� � �S{ �
U��W2�2V22 0 /����� &�(��)� � I��A ',�/�-A �,- ����'��+,��- ��,�A
/�'�, �����-��'- +�F�'�+��( ��� ���A �,� ����,�����'- ��,��
/�',��- ���������� ' /�',��� �����+�,@�( �,��� ����'��+,���
��� �������� + +��� '��'�� �� '�������A ��,�A /�'�,�

�2



����( ���� ���&� )� ��� �"� ��& "��� �������	  ������
5666 7+(

��2 ������ ���9� !����N 	�� ������9� F ���� #�$ !�1
��	�!��$�>

67898:; <=8>7?@7=

^',� ��B�'�+� ��,�A /�'�, 0 '/����� � �� ��B�� ����'��+��@
+ ��� �,� ��� +��� � � ��,�� /�',� �� �������!� ���'���+��!�
��������� �� ' +�F�'�+���� /�',��� +'� ��/���,@� ',�B��� ���
'��,@�� ��B�'�+� +�F�'�+��A /�'�, ����� ��F�'�@ �������� �
'��,@�� &� �� � +���,-,� &�� ��� +�F�'�+��� /�',�� �� +'� ��+�
� ���'�'- ����'��+��@ � � +�F�'�+��� /�',�� ��B� �!���/�+D�'@
��,�� ����������

H��� ��I���� ����'��+,��� ��,�A /�'�, + ��A��������A ����
�@3����+ ���,�/�A �����+�����,�( ' '���!� �/�,� &�,� ������/��
'�� '�������� #,�&� ����,���,@�(� ,�&� �&����( ���)� � �����
'��+,��� +�F�'�+��A /�'�, �,� /�'�, ' �,�+�3F�( ��/��(� �F� ����
��'-���+ ,�� ���� &�,� '+��� ������/�'�� � ��B��!� �����+�����,-�

��,�/�,�'@ � ��,�/�'�+� &��� � ��/�'�@� � �,!������ ����!,��-� �
��+����� ��� ������,���� 1�B� &�,� �'/����@ &�,�� �3B�� ����
,�/�A ���A���+� /�� ��/���,@� ������-,� �����'���'�@ ���!�����
�!� �&�'��/��- � '��+��� ����,@����+� ��,�/��A � ����@3����A
���,�/�A ��A�������� �'�&�� +�B�� �,- ��/�A ���,�B��(�

Z�D@ + ��V	 !��� &�, ���-� '������ jKKK W	� #jKKK 0 j><9=989: 5[
Ky:49;=4Ry R>L Ky:49;5>=4< K>M=>::;<)� ������( ' ��A ��� ���,�����'- +'���
�����+�����,-�� ����@3����+ #���'�+��� �'�,3/��� 0 ����@3���
�� fud|)�

� '������� ������,�� ��� ���� �������+ +�F�'�+��A /�'�,�

• ��F�'�+��� /�',� ������( ��/�'�� #� &�(��)

• ��F�'�+��� /�',� �+�(�( ��/�'�� #V &�(��+)

• ��F�'�+��� /�',� ��'D����( ��/�'�� #�2 &�(��+)

O: [R495 '�������� '��, � ������ +�F�'�+��A /�'�, /��+���(
��/�'�� #�U &�(��+)� ������� ��!�� �'��,@��3�'- + ��/�A ��'/���A�

��B��( ������ ������,-�� ���B� ����'��+,��� �,- �������A
'�����,@�A +�F�'�+��A /�'�,� �� #&�'���/�'�@)� }R} #}59 R }86�
o:;� ���� � /�',�)� C������� ' I���� ��/��-�� ������,-3�'- + '���
����� ',���3F�� �&������

��



�������- ����,@���
x� � � 2

�� 
 �� ��
�x _ 2 #x � 2) ��

� � � �
�0� � 0 }R}
� � � }R}

��� � � }R}
�� 
 0 }R}

����� I��!�� ,3&�- �������- ' }R} ���� }R}�
��F�'�+��� /�',� ����'��+,-3�'- + ����( ������

2k�1�Nn,

!�� k, n 0 ��,�� #1 � 2K � k � 2K � �2N � n � 2N)� � K � N 0
�������� ���'���+��� /�',�� Y�������� ��� K � 7� N � 24 /�',�
2.625 � 25

8
� 21

8
��B�� &��@ ����'��+,�� ' k, n � �2���] �����] �V�V� �

���� H� I��!� ������� A���D� +���� �'��,@�� ��,� ��,- +�F�'�+��A
/�'�,� ������� ��!�� &��@ ��/� ����'��+,�� + ����@3�����

Y������/�'�@ ����'��+,��- �����D���'- ��� ���+����( 
	�.��
������� ������- +���B��� +�F�'�+��� /�',� + +���

�2e�b�1 � f�,

!�� e 0 ��,�� /�',�� b � 2K � 1 0 ��� ���+����� �.�1�
�� f 0 ����
������,@�- ���&@ #0 � f � 1)� � �D�� ������� b � 127� e � 128 �
010000002 � f � 5

16
� 0.01012�

$������ ���+�,-�� ��&����@ � ' �����,���+���� /�',���

�21�b�0 � f�,

�',� k � 2�2K � 0 � �n� � 2N�1� /�� �'��,@�� �+�,�/�+��� +����B�'��
����'��+,��- /�'�,� &,����A � �,3�

H���� '�!,�'� jKKK W	� +�F�'�+��� /�',� ������3�'- ',���3F��
�&������

s kkkkkkkk�����������nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn�����������������������������������������
: f

?��'@ s 0 ��� /�',�� kkkkkkkk 0 K � 1 &���+ �	����� e� nnnnnnnnnn
nnnnnnnnnnnnn 0 N � 1 &���+ .�
���2 f � G,- /�'�, ������( ��/�
�'�� K� 1 � 8, N � 24� �,- �+�(�( ��/�'�� K� 1 � 11, N � 53 � �,-
/��+���( ��/�'�� K � 1 � 15, N � 113�

��



� ������� /�'�, ������( ��/�'�� ���-�� ',���3F�� ���+�,��

e f ��/���
2 2 �0
2 � 0 �2�126f

�� � �� �	� � �2e�127�1 � f�
�		 2 ��
�		 � 0 }R}

%�� e � 0 � f � 0 �� ����� ��,� ' �����,���+���� /�',����
HA ��/�'�@ #/�',� ��/�F�A ���� ����''�) ��@D�� /�� ����,����
+��A #e ��T�	�)� ?������ ���B�� /�� �0 � �0 ���,�/�3�'-�

%�� ��&��� ' ��,��� /�',��� &�,� ���&,��� ������,��-� G,-
+�F�'�+��A /�'�, I�� ���&,��� '�A��-��'-� � ����+�!���'- '�F��
'�+�� ��,@D� &,�!����- +����B�'�� -+� �����+��@ ���-��� /�',��
^',� +�,�/�� ����'��+���A ��,�A /�'�, � ��B�� ���+�D��@ �������
� 231 � 2 
 109� �� +�,�/�� ����'��+���A +�F�'�+��A /�'�, ��B��
��'��!��@ 2128 � 3 
 1038 ��� ������( ��/�'�� � 21024 � 2 
 10308 ���
�+�(�(�

$ ���!�( '������ �!���/��� /�',� ����+ ����''� /�'�� ����
+���� � �+�( ���&,��� 0 ��� ���+����( �	���� �	�
	�� �����
'��+,��- +�F�'�+��A /�'�, ��� +�/�',��-A� Y�������� ��� +��
/����� &,����A /�'�, #����A� '��B��� ��� 106 � 2

3
� 10000000.6�6� �

106 � 1
3
� 1000000.3�3�) ����,@��� &���� '����B��@ ��!� `��������Aa

����@3����� ���� #+ ������� ������� ��� ������( ��/�'�� ���
��,@��� &���� ������� ',���3F��� 2�SSAAArrr� ���� �'���( ����,@����
��+�( 1

3
� &���� +�'�����+��� ��,@�� ' ��/�'�@3 �+�A ����+)�

����+ ����$� � 0$�������

%�� ����'��+,��� ����A ���A ��� '��+�, �,� /�',� �� �'��,@���
+�,� B�'��� �!���/��� '+��A� ��,�/�'�+� &�(��+� C���� �,- A���
��- ���'��+�A '����� �/�+���� ��B��( ��� ���&���'- ����( ������
���-��� � ����A ',�/�-A �����-��'- ���	�	�2� �� ��

26� �����
����������A ��� ��',���+���,@�'�� '��+�,�+�

Y� ��������� ���+� ������B�+�3�'- �������� ������+��- �
'��+��� � ��+�'�+� ���A I��!� ����� %�� ���,������ ���!�����
�� ����� ���!�A �������( #������,��� �,�� '������ +���,��� ����
'������ +�,3/��� � ���,��� ���'���� � ����) ',����� �/���+��@ �-�
�'�&��'��( ������+��- '��+�,�+� � ��&�+,��� � ���&,��� ������+�
�� ����,,���� ����-���( ��� ����� �����'�� ��B�� +��+��@ ����
B� ��� /�� �,��+���( ���-��� &��+ ��B�� � '�+�����@ ' ���-����

�S



�A ����+� � ���B� '�F�'�+�+��� �'�&�A &��+ #&��+ ' �������� �,� '
��������/�'���� ������)� ���/�� + �������A '�����+'��A -����A
`�,��+���(a ���-��� ��B�� ��+�'��@ �� '�/����- &��+�

$,����� �������� /�� + &�,@D�'�+� ',�/��+ ���,@�- �,�� '�����
�����+���'- ��@D� ������� ���-��� ������( +���,� �,- �� A����-�
%�I���� + ���� '����� ����'�+���'- '�����,@�( '��+�, `���� '����
��a� � D�'���������/�� +��� � ����'�+���'- ��� 2O 2d + '�'����
N=>L5~< �,� ��� 2O + '�'���� v>=r_w=>8r�

����- 8$�������

C&�� ���������( ��B�� ���-�@3 � ��������/�'��� �'���('�+��
����@3���� ����'A���� � �� � &��� #I�� �/�@ ���,��)� � !������
�� &���+ 0 ',�+��� #� ��B� !������� ',�+)� ��B��� ',�+� ����� '+�(
���� 0 ����'� "���� �&������ ' ��B��( ����'����( �&,�'�@3 ���-�
�� '+-��� �+� �+��/�A /�',� 0 �� ����� � A������ + �( �
���
��
1�!�� -���� ���!�������+��- ���+�,-3� ��&����@ ' ����'���� ���
' ������ � ����� ��/��- ������A �����������3�'- ��� ����'��
���+�3�'- ���������.�

$,���3F�� �������� ' �������,-�� ,�&� ���,���+�� ���������
,�&� ������,�� + ��� �,� ��� -���� ���!�������+��-�

• �������+��� 0 ����- �������-� '�'��-F�- + ��,�/��� ���
/��- �� ����'�]

• ',�B���_+�/�����]

• ���+���� ��+�'�+� � ���+�'�+�]

• ��,�/��� ����'� 0 �������-� �&����- �������+��3�

%�-'�� '��@ I��A �������(� �'��,@��- ���'��( ������� %�'�@ � �'
�����'- �������- '��+�,@�!� ���� S� �����F��- �� ����'� 	S��
����� I��!�� + ���-�� ��D��� �/��- ' ����'� �2	U� A����'- '������
`$����� ��-��� ,3&�� ����������n� ����' #�/�,�) '����� ���'+��
�������( ���� �������,@ P #���� P � 1056)�


�''������ ',���3F�3 �������3 �������+��- #�,- ������� �'�
��,@���� '����'�' $�� !�� '��+�, I��( �������� �'�@ `ma)�

� � ��

� ����,@���� +���,��- I��( �������� �������- S &���� '�����
B��@ '��+�, `$a�

^',� B� &���� +���,� ��������

��



� � ������

�� S '���� ��+�( '��+�,� `�a� �����F���� + ���( '����� � ���
������� ���+�� '��+�,� `$a� C������� /�� ����,@��� � ��+�'�� �� ���
!�� �'��,@����'- ,� ���&�(��+�- �,� �+�A&�(��+�- #v>=45L:) ������+��
'��+�,�+� ����@3��� '�� `+�-'-��a� + ����A ������A #+ &�(��A �,�
�+�A&�(��+�A ',�+�A) ',����� �����+����@ ',�B��� ����'�+�


�''������ �����@ �������3 ��,�/��- ����'�� '/���-� /�� �+�
�������F�� �������� &�,� +���,�� #���B� �'��,@���� '����'�'
$�� !�� �������- ��,�/��- ����'� �&���/���'- '��+�,�� `�a)�

� � ��

� ����,@���� '����B���� �������,- P ������'- ' �2	U � 	S� #+ �����
���( P &���� �����@ �A����@'- ����' -/�(�� S)�

.������,� �!��3� +�B�3 ��,@ ��� ����'��+,��� �����/�'��A
'������� ���A� ���� '����������+��A ���A� ������� ��!�� ���
��-�@'- +� +���- ��&��� ���!������

����������	 
�����

�� ��� �� ������,�,� ��-��� ����X b�� ����� ���'��(D�� ����
���AX

�� ��� ���+���'- �&E���� ������( ��B�� �������@ ��,@�� � ��/��
�-� 2 � �X ����� �������� ������,�� �� ����� ,�!�/�'��!�
����X b�� ����� &�,�+� �,!�&�� � &�,�+� ������X 1�B� ,� +��
�����@ ��',���� /���� ��� �����3X

S� b�� ����� &�(�X ����� �������� ������,�� �� ����� '��+�,@�
�!� ����X ����+� �,�� dpfjj ����X $��,@�� &�(��+ �'��,@����'-
+ v>=45L: �,- ����'��+,��- '��+�,�+X ����- �,�� ����+� ��&�
A����� �,- ����'��+,��- ����,,�/�'��A '���/�A � ��!,�+�A
&��+X

�� b�� ����� ��������- '�'���� '/�',��-X ����+� ���+�,� �����
+��� /�'�, �� ���( '�'���� '/�',��- + ���!�3X

	� %�/��� + ����@3����A �����-��'- �+��/�- '�'���� '/�',��-X
$��,@�� &�(��+ �'��,@����'- �,- ����'��+,��- ��,�A /�'�,X ���
��+ ������� ��,�A /�'�,� ����'��+���A + ����@3����X

U� b�� ����� ��-��(� �&����( � ����,���,@�( ����X ��� ������
+��-�'- ��������/�'��� �������� �,- ����&�A ����+X

�	



W� � /�� '�'���� ���&,��� ������,��-X b�� ����������'- ��,��@
��� +�/�',��� ��������,�+ /�'�,� &�,@D�A ��X

V� �'� ,� +�F�'�+��� /�',� ��B� ����'��+��@ + ����@3����X

�� ����+� �'�+�� ��,�B��- '������� jKKK W	�X b��� ��+� ���
��,@���� ���,�/�A ��������/�'��A �������(� ��!�� + ��/�'�+�
���!� �,� �&��A ��!�����+ +�'����3� �� � }R}X

�2� � ����( ����� ����'��+,-3�'- /�',� + '������� jKKK W	�X
$��,@�� &���+ ��+����'- ��� ����''� � ���-��� + ����A ����
����AX ����+� �������� ����'��+���A +�F�'�+��A /�'�, ���
I���X

��� H� /�!� ����'������ � + /�� ���,3/���'- ���&,��� ������ ��/�'��
��� ��&��� ' +�F�'�+���� /�',���X

��� b�� ����� '�����+�( ��� ���A � ����� �������� �,- �!� ��!��
&��@ ������,��X 
��,�/���'- ,� '��+�, ���� '����� + ����A
���������A '�'����AX

�S� ����� �+� /�',� '+-��� ' ��B��( ����'����( �&,�'�@3 ���-��X
b�� ����� �������,�X ����� �������� �,- �A ������,��X

������	���

�� b��� ��+� +���B��� x and y or not z� �',� x � 0, y � 1, z � 1X

�� �������@ +'� &�,�+� ������ ���!� � �+�A ��!�����+ /����
�����3 %��'��

S� %���+�'�� ��'-��/�� /�',� �	 + �+��/�3 '�'�����

�� b��� ��+� +���B��- ��UmV � ��UmV�� ��� ���&�(��+�� �����
'��+,��� ��,�A /�'�,X ��������, ����!� /�',� �,@�- ��,�/��@
��� ����� ����'��+,���X

	� %��+�'�� ������� ������ ��/�'�� ��� ',�B��� +�F�'�+��A
/�'�, ������(� �+�(�( � /��+���( ��/�'���

U� %�'�@ �� ����'� 22�2 �����F�� ��,�- �������- g� � �� ����'�
2�22 �����F� ���+�( I,���� #=l�) ��,�/�',��!� ��''�+� d�
I,����� ������!� ��+� d�=� l �m=k�� C�����,�� �������- ��

�U



���'-F�-'- � ���� �������,�( � ��,�( ��� ���A� � �( ����
'+�� ����' ���+�!� I,����� ��''�+� d� b��� ��+� ����,@����
�������(�
�) '��+��- � l �p]
�) p l �� k �]
S) p l �#� k �)]
�) � l � pX

0000T

��� ��������� ��

��

��%�� �������

� �������F�� �����,� �� ��''�����,� ����'��+,��� ���A� ��+��
�A ���'��(D���� �� �'�@ ���A� �������� ' �������� ������B�+��
,�'@ � ��������� ���+��� "����@ ���������'- ' &�,�� ',�B�( ���
!�������( ���A�

��%�� ��&� � �! �������$�� ���0$�0�� !������ ."������
 ������ � 0�)������� �� �0" $ ��&�

%�� ��D��� ����/�'��A� I�����/�'��A � ���!�A ����/ �&��&���+���
��- ��������- ����'��+,-�� '�&�( �&'������3 �����'�3F�( �' /��
'�� ���,@�!� ����� � ���� ����/� 0 I�� � ���'�� &��,���� ���+��
'���� &�(��� ��,�� � +�F�'�+��� /�',�� �'�!�� �'�@ ������,���
��������
2� 	�
	4�
� ��B�� I,������� ���A� � /��&� I�����
��+� ��D��@ ��B� ���'���,@� �',�B�� ����/�� +�B� -'� �����
'��+��@ '�&� ��� '��������� '+-��� '�F�'�+�3F�� ��B�� ������ ���
� '��'�&� ����'��+,��- I��A '������� + ����@3����� � ���B� ������
��&��� ' ���,�/��� '�����������

%��'��(D�( ������ '����������+��A ���A 0 ����,��'�� /�'�
,�� ��� ��+�'��� �� '�'��-� �� �+�A +�����'+-���A /�'��(� +�F��
'�+��( /�'��� ����'��+���( �'��'�+�� +�F�'�+��� /�',��� � ����
�,��'�( /�'��� -+,-3F�('- ���B� +�F�'�+��� /�',���

G��!�( ������ 0 A��������'���� �&E����+ ����!���� ����� *'�� /��
����� ��������� ���!� �&E���� �&����3� ����3 !������ Y��������
��� ��D��� �&�'����A��/�'��A ����/ �,- ��B��( �,���� $�,�/�
�( '�'���� �����&�3�'- �����@�

�������� ��	��
��� �� ���������� ��	�������� � ������� �������
������ ���
���� 
 � ����� ������	
 �����	
�

�W



�) ��+��� �,���� 0 '�����]

�) ��''� �,���� 0 +�F�'�+��� /�',�]

S) I,����� ��&��� 0 !����� +�F�'�+��A /�'�,�

G���� ���'-F��'- � ������,��( ����/�� '�'��-� �� I,�������
�A ����� #�,� �����+)� ��� ���+�,�� '����B�F�A ���'��(D�� I,����
��� ��''������� + �������F�� �����,�� �,� �&�� ����A I,�����+�
�����B�� '��'�&�� ��'���'�+�� ������A I,����� ���A ,�!�/�'��
'+-��+�3�'- ���! ' ���!��� A����������3� ���,�/�� '�������� ���
�A�

?������� /�� ���,�/�� -���� ���!�������+��- ������B�+�3� ���
,��� � +'� ��''�����+����� ���'@ '��������� Y� +��@ '�������� ���
�A ����B�3� ,�!�/�'��3 +�����'+-�@ ���A ����/�� � ��I���� ��B�
�',� �'��,@�����( -��� � � ������B�+��� ���-��3 �B�� '�������
��� ��� ��� �,� ��/�� ����,����� '�F�'�+�3F�� +�����'+-�� ' �����
F@3 ��'����A '���'�+� ��,���,@�� ���/�� �'��,@��+��@ ��&�,��
����+���� '���'�+�� � +�B�� ��',��@ ����+����

� ���,@�( ����/� '�������� ���A -+,-��'- �������(� +����B�
',�B�(� ���&�����( ��''������A �B� &���+�A '��������

��%�% ��� ��/9��  ��0$�0�& ��&!

%� ��,�!�� ' ����� ��	����4. ���������. &���� ���+��@
'��������� �������� ' �������� + ��( �,� ��( '����� ������B�+��
3�'- ��'���'������� -������ ���!�������+��- #�������� �� �A
��!�� ������B�+��@'- � � ��������� ���+�)� "���� '�������� �&�/�
� �'��,@��3�'- � ��,@�� ��� '���'��-��,@�� �&E����� � � ',�B��
�,- ����'��+,��- #����,���+��-) &�,�� ',�B�A '��������

��� ��/9��  ��0$�0�&  :�������� ���&! ��"��

� ������A %�'��,- I�� ������ + f� 0 ��������� #+ ����� '��'�
,�)� H�!�� I�� '�������� ���+�3� 	�8��� �,� ����� C&�/� +'� I,��
���� #�,� �	��) ����( '�������� #����'�) '+-��� ' ���� �&E�����
��D����( ����/�� � ��B��� ��,� -+,-��'- ����(��� �'��',��( �����
��( ��������� � ��� ��,�/�'�+� ��,�( �����+�,@�� J,����� ����(
'�������� ���3� ����( ���� ��,�� �,� +�F�'�+��� /�',�� &�(���
'����� � ����� +�,3/�- ���!�� '�������� #����'�)�

��B�� /�� ��,�/�'�+� � '�'��+ ��,�( ����'� #'��������) � ��-3��
'- + �����''� +���,��- ���!������ %���&�- '����/�'�@ '��������

�V



�&,�!/��� ��!�� ��������� �������� ������+��� '�������� #��+�'��
�� ������)� ��'��� � ��,-� '�������� #��+�'�� ��,�B��� ��B��!� ���
,- ���'���,@� +'�( '��������) � ����


�''������ +����B�3 '�������� ���A �,- �&E����+ �� ����,�!�
'���,��( !�,����� �&�,- #+'�!� ���,� �222 '���,��(] I,������- &��
�� ���A� �'�+��- � I��� ����,�!�� &�,� �����&���� + �'�������
/�'��� �'������ $%& . � ��'���� �� ����'� 9::;<''===�>?:@A�?;BC�@C)�
C/�+���� /�� ����'� ���'@ �&-����,@� ��,B� +�,3/��@ ',���3F��
��,-�

�) N � ���� �&E���� + ����,�!� #'������ '��+�, d � ���-���+�( ��
���)]

�) Coords� ��������� '���,��- #'��������)�

• RA� ��-��� +�'A�B���� #+�F�'�+��� /�',� �+�(�( ��/��
'��)]

• DE� '�,���� #+�F�'�+��� /�',� �+�(�( ��/�'��)]

S) Red� ���'�� '��F��� #+�F�'�+��� /�',� ������( ��/�'��)]

�) Numb� `&�!��'�+�a 0 ��,�/�'�+� !�,����� + �������� �����'� #���
,�� /�',�)]

	) S1� ��� !�,������ �� �,�''�������� � #'�����)]

U) S2� ��� !�,������ �� �,�''�������� � #'�����)�

*'�� /�� ����&�- '�������� &���� '����B��@ �'�+�3 �������
��3 �& ���� �&E���� 0 '���,��� !�,����� � '�'��-�@ �� I,�����+
����A ����+� '���� #N � S1� S2)� ��,�!� #Numb) � +�F�'�+��!� #Red)
/�'�, � '��������� '�'��-F�( �� �+�A +�F�'�+��A /�'�, #RA� DE)�
?������� /�� ��������- � '���,��� !�,������ � �!���/�+���'-
��,@�� ���+������ +�D� A��������'������� $ ��B��( ����( �����
'@3 ��!�� �F� &��@ '+-��� ����'� ' ���������( �& �&E����A� �&��
��B��A + I��� '���,���� !�,������A� �+����A� ���+�'��A �&E����A
#��B�� &��@� &��� � ����!�����)� � �,- ��,�!� ���'��- I��A ���A
�����&���'- &�,�� ',�B�- '�������� ���A�

��� ���+�,�� -���� ���!�������+��- ���+�,-3� ������,-�@ �����
����'� � ��,�/��@ ��'��� � �A ����,@�� ��,-�� ^',�� �������� Gal 0
�&E��� ���'��( +�D� '��������� �� Gal.Red 0 ���'�� '��F��� I���
!� �&E����� �Gal.Coords.DE 0 �!� '�,����� $����'�'� ������,-3F�(
��'��� � ����,@�� ��,-�� ��B�� �'��,@�� ��-�@'- + ��+�'���'�� ��

��



�'��,@�����!� '���'�+� #-���� ���!�������+��-)� � I�� � &�,��� /��
����,�� '��@ B� ��� 0 �� ����/�',-�� �������� �����B�'�+� A�����
����'���� ���'-F�A'- � ���� �,� ���� �&E�����

G,- �&'�B�����A '������� ���A ' I,������� ����A ����+ +
��,�� �&�/� ������,�� ��,@�� �������� '��+��- � ������+��-�
C�������� ������� �����D�� �,- I,�����+ '��������� ������,-3�'-
����� ���A� � �������� �� ���'��� ���� ',�+���� �',� I,����
'�������� 0 '������ �� ' �� +����B� +'� ��������� �����D���
�,- ���A '�����+�!� ����� ����� I��!�� +�B�( ��������( -+,-��'-
� +�&�� I,����� '�������� �� �!� �����

;�  ��&	 ��1����&� ��  ��&

$ /����� ��A�B�� � .���� 0 ����-��/��� �&���� �������A
I,�����+� /�',� ������A ���'���+��� 0 �� �B� ���,� ��,� ��� ��'�
'������� '���� #��',���+���,@�'��( '��+�,�+)�

$���( ���'��( ��''�+ 0 �������( #�!� ��!�� ���+�3� ����	�
�	.� J,����� ��''�+� ��'��,�!�3�'- + ���-�� ����@3���� ��',���+��
��,@�� � ��'��,@�� �� ���!� ���� #�,� -+,-3�'- ���'��(D��� '�����
������ ���!� +���)� �� ����' i�!� I,����� #Ai) ��B�� &��@ ��,�/� ��
�����,�

Ai � Ai1 � sizeof�element� � �i� i1�,

!�� Ai1 0 ����' ���+�!� I,����� ��''�+�� ���3F�!� + �&F�� ',�/��
����' i1� sizeof�element� 0 ��,�/�'�+� &�(��+� ������� ��&A����� �,-
�����F��- ���!� I,����� ��''�+�� sizeof�element���i� i1� 0 `'��F��
��a I,����� ' ���-���+�� ������ i ���'���,@� ���+�!� I,������


�''������� ��� ��� ����F� �������!� ��''�+� ��B� ���'��@
����,�! #��B�'�+�) !�,����� �&�,- � ��,�/��@ i�( I,����� J,����
���� ����!� ��''�+� &���� '�������� ���A ' I,������� ����A ���
��+� ��'��,@����'- '��������( �,- '���,��-� ���'��( + �������F��
������ %��-���+�( ���� '���,��- #dk���-���+�( ����) ��B� �'�
�,3/��@ �� ��''������-� ���� � &���� '���+��'�+�+��@ ����� I,����
�� + ��''�+�� %�� ���'��� ��''�+� #����,�!�) ��&A����� �����@ ��-
#Catalog) � �������'�@ #N) ��''�+�� "�!�� Catalog�i� 0 '��������� '��
���B�F�- ��������3 �& i�� '���,���� � Catalog�i�.Coords.DE ��'�
'�,���� i�!� '���,��-� ?������� /�� '����'�' + ����A -����A ���
B�� ���,�/��@'-�

C�������� ������� �����D�� �,- I,�����+ ��''�+�� ������,-3�'-
����� ���A� � �������� �� ���'-�'- #��� � �,- ��,�( ����'�()�
1�''�+ 0 '�������� �� '��� '����/�'��-� ��I����� ��� � + �������F��
',�/��� �������- ��'���� � I,������ ��''�+� ���'�� � &�'����

S2



b�'�� +'���/�3�'- � ��''�+� &�,@D�( �������'��� %��'��( ����
��� 0 ,3&�- ��&,���� � ��������/�'��A ��'/���A ��!������ ��''��
+� �'��,@��3�'- �,- ����'��+,��- ������+ � ������� �'�&�� /�'��
��-+,-3F�A'- ��� ��D��� �����&����A ���+��( /�',���� ���
�������

���&F� !�+��-� ��!������ ��''�+� ��,� /�� ��,�/�3�'- �� ����
����A� %��/�� ��!�����( ��''�+ ��B� ,�!�� ����'��+��@ + +���
I�+�+�,���!� �������!� ��''�+��

%�,�B��� I,����� ��!�����!� ��''�+� ������'- �&���� �����
'�+ #�+��- + ',�/�� ������)� ����' I,������ �������� ' ����'���
�i, j� ��B� ��,�/��@� ��- ����' Ai1,j1 ���+�!� I,������ ���3F�!� ��
���'� �i1, j1��

Ai,j � Ai1,j1 � �N1 � sizeof�element�� � �i� i1� � sizeof�element� � �j � j1�,

!�� N1 0 �������'�@ ��''�+� �� ���+��� ����'��
��� ���+�,�� -���� ���!�������+��- �����'��+,-3� A���D�3 ����

���B�� �,- ��''�+�+ 0 '��� +���,-3� ���&����3 ���-�@� �&�'��/��
+�3� ��'��� � �����D�+������ I,����� ��''�+�� Y��&A����� ��,@��
����@ + +���� /�� ��'��,�!��@ + ���-�� ��!������ ��''�+� ��B�
���������� ����-- '�/�,� ���+�( ����'� � ����� ',���3F�� #���� ��
'��,&��� ��� + �������)� ,�&� ��&���� #���� �� '������ ��� + $� �
%�'��,�)�

<:9� � �! ����������	 !:9#�0$���	 $�������

G,- ��''������- ',���3F�( '�������� ���!� ��'D���� ��-���
��''�+�� G���'���� �� ����� ��,� ' ����,�!�� ��,�A �,���� . I��A
�,��� �'�@ ����� ����'��+���� '������� #�������� �,����� ��+��
�- + /�'�@ ��+���3F�!� �������( �&�'�( ��A���� `c�,D�+���+a)� �
A���,�'@ &� ����@ +����B�'�@ �� ���� �,���� ��,�/��@ +'3 �����
����3 � �(� $�F�'�+�3F�� ���� �,��� ����,@�� �� ',���+���,@��
�A ����'��+,��� + ����@3���� + +��� ��',���+���,@�'��( �+��/�A
����+ ���B� ����,@�� "�����- ��',���+���,@�'�@ &���+ + ����
�,���� ��� �+��/�� ��,�� /�',�� ��B� ��''�����+��@ I�� /�',� ���
`����'a I,����� ��''�+� � �'��,@��+��@ ���( I,���� �,- A����-
��������� � �,����� "�!��� �������� ����'@ +��� Catalog#`�!��-a)
���+�,�,� &� ��,�/��@ �/�@ &�'���( ��'��� � ��������� � ��,�(
�,���� `�!��-a #��+��( + /�'�@ �����''��� $%& . "����!��-�)�
"���� ����'� ���+�3�'- �����.� � ����&�� �&�&F��� ��''�+� 0
654�.�

S�



����',�+�� �'��,@��+��� ����A `�''������+�A ��''�+�+a #���
���+��� �A `���-�@3 ' '����B���,@�( ����'����(a) +�'@�� ���&�� �
��� I������+� ���,���+��@ ��&��� ' ����( '��������(X 1� ��B�� �'�
��,@��+��@ �������( ��''�+� + �������� ������ &���� ����,�� ���
,���( ���������( ��,@�� ��,�- #�� �/�@ ��,�-{) /�'�@� �,- ������(
����'� '�+����3� ' �,3/��� G�B� � ����@3���� ' �/�@ &�,@D�( ����
����+�( ���-�@3 �� +�-� ,� '��B�� �����'���@ �&�,@D�( AID� �',�
&���� �'��,@��+��@ �,- �!� ����'��+,��- �������( ��''�+� Y�����
���� �,- ��''�+� ' �,3/���� -+,-3F���'- ������ ��,�A �,���� #�
'���� �,���{) ��- `c�,D�+���+a �����&��� �� &�(��+ �,- ������+��
�-� �� ',���+���,@�� �������'�@ ��''�+� ��,B� &���� ���+�'A����@
�28�11 � 2 
 1026� � '�� ������@ &�,�� 1018  �!�&�(��+{

C/�+���� /�� ���-�@ ',����� �'��,@��+��@ &�,�� I������+�� %����
��,�B��� /�� �� �D,� �����3 i � f�k�� ����B�3F�3 ��B�'�+�
+'�A ��/��( �,3/�( k + ������� �����,@�!� �-�� �1, N� ����( /��
N � M � !�� M 0 ��,�/�'�+� +'�A +����B�A �,3/�(� "�!�� �� ����
��+�,@��� �,3/� k �� �(��� ��,�� ��,�� ��/��� i� ������� ���
B�� &��@ �'��,@��+�� + ��/�'�+� ����'�� �� ',���+���,@�� +'� ����
��B� ����� �&����� �����'���@ + ��''�+� �&�,@D�( �������'�� N �
��,�� ��&����@ ' �!� I,�������� "���( ����� ���+���'- 654�	��
�.�
� �����- f 0 654���
�����

%������� AID������� ��B�� ',�B��@ �����- +�-��- �'����� ��
��,��- f�k� � k �mod p�� !�� k 0 �,3/� ���������( ��� ��,�� /�'�
,�� p 0 ���'��� /�',�� J��� ������� �'����� A���D� ��-'-��� ��/���
AID���+��� ��,�/�,� ��+��� �� �!,�('��!� !,�!�,� zR<z 0 �������
,�+��@� cID������- ��,B� &� &��@ +����������/�(� � +�-� ,�
��B� ��������@ �����3� ��� &�,�� ���'��3� ������- &� #�,- ,3&�A
�,3/�() �&,���,� ����� '+�('�+��� Y� �������� &���� +'���/��@'- ',��
/��� ��!�� ����� ��/��-� �,3/�( &���� '���+��'�+�+��@ ������+��
��/��- ������� "���- '������- ���+���'- �	������ � '�F�'�+��
3� '�������� '��'�&� �� �����D��- #�������� I,���� AID� ��B��
&��@ '��,� !�,�+�( ����!� '��'�� ����'�(� '����B�F�A ����� ����)�

H����'�� /�� I�� B� ����/� +������� � + ������!������ � �'��-�
F�� +���- �,- �&�'��/��- &�����'�'�� �'��,@��3�'- ����� '�'��-F��
�� U� &�� #� 2 
1018)� �A ��� ���&�����@ + ����'�� ������,-3F�� ��,@�
��+���,- #� ?��,� � 5
109 /�,�+��)� $�+� AID������-{ � I��� ',�/���
������ � '���( AID������� ���&�+��- &�,�� '���!���

• �����- ��,B� &��@ ������,�� �,- +'�A ��',���A ��!�����+]

• ��/��- ������ ��,B� ,�B��@ + ������,��� ����+�,�]

S�



• �����- ��,B� ���'���,@� ,�!�� +�/�',-�@'-]

• �� ��,B� &��@ `��&������(a� �� �'�@ �� `���/��a +���- ��
��/��3 ������ h �,@�- �(�� ����( ��!���� x� /�� f�x� � h]

• ��,,���( � ��,B� &��@� �� �'�@ �� `���/��a +���- �+����B�
�(�� �+� ����A ��!����� x � y� /�� f�x� � f�y��

��%�( �"� $� $�$ �� ���$�&�  ��0$�0�&

%��+���� �������� ���!�� 1� ��''�����,� ��� ���'��(D�� '�������
��� '�������� + ����� '��',� �,� ����'�� ��''�+� � AID�� $ ��B��(
�� ��''������A '������� '+-��+�,�'@ �������� ��������� ^',� ���
+,�/@'- �� �������� '�����- ��!� �,� ��!� �&E����� �� ������ ����
����-�� -+,-3�'-� +�&�� �������!� #������,��!�) ��,- �&E���� �,-
'��������� +�&�� I,����� ��''�+� ' �������� ����'�� �,� +�&��
I,����� AID� �� ��/��3 �,3/�� H '���+��'�+�� ������- ����A
I,�����+� H��� + I��A `'����/�'��Aa '��������A I�� �������� ���'��
� I������+� ���,���3�'-� �� ��/��� &�'��� ��&���3��

���&F� ��''������� �,�''� �������(� ������� &���� +���,-�@'- '
�����  ���� �� '� '��������( �D�A ���A 0 A���D�( �� #� I��
�F� �-!�� '�����{)� $�������� ���A ����/� + ��+�( '����� �������
,-��'- � ���'�F��� I��� ���� '+�('�+���� � ���� �����-��� �����
��� ������,�!���'- +���,-�@ ' �D��� ������ %�����,�B��� /��
+ �D `�+����( ����,�!a �� ��,B� +'��+��@ ����3��� �+�3 `�+���
��a ��',� �+���� ' ���-���+�� ������ i� G,- I��!� �� ��&A�����
����������,��@ +'� I,����� ��''�+� ' ����'���� ���+�'A��-F��� i�
Star�i� 1� � Star�i�� ���/�� /��&� � �����-�@ ��������3� �������
'- �/���@ I��� '�+�! ' ��',���( �+����� I�� �/�+���� � �',� ����3
�������3 �� �B� �����,��@ ��� ���� �� �� ��B�� '�����@'- ' ����
/�� ����� +�,3/��- + ����,�! �+�( �+���� �� ��,B� ������'���@ +
'����� N�2 �+���� Y� �',� + �D�( ����/� ���&���'- +���,��@ ����3
�������3 ��!� ���� � N +�,���� �� +���-� �����/��� ��,@�� � I��
�������3 +�,3/��-� &���� �����'���� &�,@D���

� ���+����� ������� ���'��- '�������� 0 ��''�+ 0 � ���+�,-�
�� �� ���'�� � I������+� '�A��-�@ +�B�� '��������� ���D��-
#���-���)� ���'�F�� �D�� ����� � I��� ',�/�� '�F�'�+��� �,-
����/� -+,-��'- � ��,@�� ��,�/�'�+� � ��� I,�����+ '��������� �
� '�F�'�+�3F�� ��B�� I���� I,������� '+-��� ���/�� I�� '+-�� ���
!�� +������@� ����-�@'- � ��/��B��@'- + �����''� ��D��- ����/��
%���&�3 ��������� ��

26 ��B� ������,��@ ��� ��B�'�+� I,����

SS



��+ � '+-��( ��B�� ���� ��,�- ����� �&����� ������,��( ����� �
�����

G��� �&'������� ������,��� '�������� ��'����/� �&F��� ����
+�,3/��� D�����( �,�'' '�������� J��� ���/�� �,3'� � �'�@ � �+�
���'�� %��+�( 0 ��� /�� ����,���+��@ I�� '�������� + ����@3����
�� ������'- '����� �'��,@��- ���'��(D�� ���� � '��������� ��'�
'������� +�D�� %�� I��� ����'��+,��� '������� &���� ������,-�@'-
���� �������-��� ������� ������,�!���'- �� ��� �����+����@�� ?��
����� ���'@ B�� /�� +'� �������� ������'- ���,���+�+��@ ���!������
� I�� +����( ���'�

=��/&�  "� $�>  ��$	 �)�����	 ��$

b�� ���/��� '��'��� ��-�� �� ����� �&����!� �'��,@��+��-
I��!� ',�+�� 1�B� ��,�B��@� /�� ���	� 0 I�� ��� I,���� � ���'���
'��� Y� &���� ��-'-�@ ���� ������,���� �!� '��', '���� ��-��
�� ���+�����A ��,�� �������+� $�/�,� ��''������ '��'��� + ������A
������,�� ���D��� ����-��/��'��� G���� �����,@�� ������,��
�� ����A ,��(�A '��������
D
��
2. ����	. &���� ���+��@ ��B�'�+�� '�'��-F�� �� n � 0

I,�����+ �,� ���	�� '��������� '+�('�+� ������!� �!���/�+�3�'-
,�D@ ,��(�� ���'���,@�� ��,�B���� ��,�+� '�F�'�+��� ���+�(
���, X1� � ��B���� ��,� Xk #1 � k 	 n) +'�!�� ����D�'�+��� ���, Xk�1�

b�'�� +���,-3�'- ',���3F�� �������� �� ,��(��� '��'�����

• ��,�/��� ��'���� � k��� ��,� #��,�/��@ �,� ������@ '����B��
��� I��!� ��,�)]

• +�,3/��� �+�!� ��,� ����� ��,�� k]

• �'�,3/��� k�!� ��,�]

• �&E������ �+�A ,��(�A '��'��+ + ���]

• ���&���� ,��(�!� '��'�� � �'��,@�� ���'��'��+]

• ������+��� ,��(�!� '��'��]

• ������,��� ��,�/�'�+� ��,�+ + '��'��]

• '������+�� ��,�+ '��'�� �� �������� ��,-� ��,�+]

����
���� �� ������� ���
���� ����� �����������
�� ��
 ������	 ��
����� ��
��� ��������	�� ������
� ����� ���
����
���� ��
�����  !!���
����

S�



• ���'� + '��'�� ��,� ' ������ ��/�����

� �����A ',�/�-A ���&�3�'- +'� ����/�',��� ��������� � + ��+��
'���'�� �� ���&����A �������( �� ��B�� +�&���@ ��� �,� ��( '���
'�& ����'��+,��- ,��(�A '��'��+� $�&'�+��� �� �B� +'���/�,�'@
���/�- ���,�����- ,��(�A '��'��+� + ������A ������,-3F�( ������
���( &�,� ���+�- �� ����/�',��A +�D�� I�� 0 �������( ��''�+�

%�����,�B��� ������ /�� ������,-3F��� #/�'�� +���,-�����)
�������-�� -+,-3�'- �������� +�,3/��-_�'�,3/��- ��,�� � I���
',�/�� �'��,@��+��� �������!� ��''�+� ��+� ,� ��B�� �' ���+,��
�+����@�

� �������A ',�/�-A� ������ �������F�� ��+��B���� ��B� �'���
���@� �'� ��+�'�� �� ��/��- k + �������-A +�,3/��-_�'�,3/��-�
Z��(�� '��'��� + ������A I�� �������� �����+��-�'- ��� !���/�A
��/��-A k� ���3� '�����,@�� ��+��-� ����� + ������� +'� ��������
+�,3/��-_�'�,3/��- #� /�'�� � �������� ��'����) ��,�3�'- + ����
� ��� B� ���� '��'��� 	������� !�� +'� +�,3/��- ��,�3�'- + ����
���� '��'��� � +'� �'�,3/��- 0 + ���!��� ���� !�� +'� +�,3/��- �
�'�,3/��- ��,�3�'- � �&��A ����A '��'���

Y�'����- � ����3 �'�,3/���,@�'�@� '��� #���!�� '�������� ��B��
� + ��@D�( '�����) 0 �/�@ D����� �'��,@�����- '��������� C��
��B� ����� �'��,@�� ��+��(� '���� '��'�� 78<z�L5~>� '��'�� wjg� �
���

$���� -+� �,� �-+� �'��,@��3�'- +'�!��� ��!�� ��� ����/� '+��
���'- � ���!�(� � �� � ����@�( � ���� 1� ����,�+��� + '���� I�� ����/�
� ���,-�� �A �� ���� ��D��-� $�&'�+��� ��� �� ������� � ��� B�
��!����+� �����'' +A���+ + ������!����� � +�A���+ �� �A�

G,- ����,���+��- ��''������A '�������� �'�&�� '����� ��B�
�'��,@��+��@ �������( ��''�+ ��+�,@� I������+��

� �&F�� B� ',�/�� ����� `��',���+���,@��a ����'��+,��� ���&���
&�,�� I������+�( � &�,�� !�&��( ������

���� ������� ���/&!  "� $��	  ���&�  "� $�

G�&�+�� + �D� '�������� Catalog �F� ��� ��,� Next� -+,-3F��'-
�������,��� � ����'��� + I��� �������,@ ����' #��B�� &��@� ���'��
��,@�() ',���3F�!� I,����� ���� Catalog� .+�,�/��� '�������� �
��� ��,� + ����+,-3F�� &�,@D�'�+� ',�/��+ �'�F�'�+��� � ����
��� �&,�!/�3�'- �������� +�,3/��- � �'�,3/��- I,�����+{ "����@
�������- +�,3/��- &���� '�'��-�@ + ���'+��+��� ��,3 Next �+�!�
I,����� ����'� �i�1��!� I,����� � + ���'+��+��� ��,3Next I,�����

S	



i ����'� �+�!� I,������ C������- ���,��- I,����� �� '+-��!� '��'�
�� �F� ���F� 0 �������,@ �i � 1��!� I,����� ',����� '��,��@ ��+��
����'� �i� 1��!� I,������

C'����'-� ���+��� �-'�� +����'� ���� ����'- �'�,3/��� ��
'��'��+ I,����� � ������ &����'- +�+@ +�,3/������ ��,@D�'�+�
-����+ +�'���!� ���+- �����'��+,-3� ��A����� ��&��� ' ���-�@3�
C������� /�� ���'�� ���,��@ �'�,3/����( I,���� �,@�-� ��'��,@��
� +'�!�� ��+�'��� � ''�,���'- ,� � ���( ���, ����(��&��@ I,��
���� G,- ���,��- I,�����+ '�F�'�+��� '�����,@�( ��A���� `'&���
�� ��'���a� ������( ����'����'-� ��!�� ��'����- ����/� ���-�@ �'/���
��+���'-�

.+�,�/��� '�������� Star � ��� ��,� + ����+,-3F�� &�,@D��
'�+� ',�/��+ �'�F�'�+��� �� ����� ��� �&,�!/�3�'- �������� +�,3�
/��-_�'�,3/��- �+�A I,�����+{

1�B� '�����,���+��@ �&F�( �������( �'��,@��+��- '+-��!� �
��',���+���,@�!� ����'��+,��(� ^',� ��� ��&��� ' ,��(�� '��'���
'+-�� ��B�� I,������� � ��-3�'-� �� �'��,@��+��� ��''�+� �����
��/����,@��� ��'��,@�� � ������� ��@D� ���-�� � ' �� ���&��
��&����@� � ',�/�-A� ��!�� �'�+��� �������-�� -+,-3�'- +�,3/��
�-_�'�,3/��- I,�����+� '+-��� ����'��+,��� ������/����,@���

?������� /�� �',� I�� ��&A����� #�������� �',� �'��,@����'-
-���� + ������� �� '���'�+ ��&��� ' �������,-��)� ,�!�� '����,����
+��@ ��&��� '� '+-���� '��'���� ��� ����F� ��''�+�+�

�������	 ����&� �������	  ���� �����&� 2?@A3 �������

�'� �� '�A ��� ��''������� '�������� -+,-3�'- ,��(���
'����������� + ������A ������,�� ���D��- ���-���� � +�/�',���,@�
�A �,!������A +'���/�3�'- � �,��(�� '��������� � +�B�(D�� ��
����A '������� ���'-�'- ��������

�����,@� ��B� ������,��@ ����+�� ��� ���/�� ��B�'�+� T � '��
'��-F�� �� ���!� �,� &�,�� ���	�� ����A /�� �����'- ��� ���,� ������(
���+���'- �	�
�. ����+�� � +'� �'��,@�� ��,� '����B��'- + m � 0
������ � ����'���3F�A'- ��B�'�+�A T1, . . . , Tm� ��B��� �� ������A
-+,-��'- ����+��� G���+@- T1, . . . , Tm ���+�3�'- �	��������. ���-�

C&������ +����� � ��� /�� I�� ������,��� -+,-��'- �������
2.�
�� ������,�,� ����+� + ������A '���A B� ����+@�+� G���+@- ' n ��,���
#n � 1) ������,-3�'- /���� ����+@- ' ��,�/�'�+�� ��,�+� ��@D�� n�
�� ',���+���,@�� + ���� ����+ �� ������ � ����+@-�� '�'��-F�� ��
���!� ��,�� � � I��� �����'�- ����/��'-�

SU



$�F�'�+�3� � ������'�+�� ������,��- ����+@�+� � �� �����
'��+,-3�'- ���� ���A��-F���� ��'��,@�� �����'�+�'�@ -+,-��'- �'���
'�+��( '+�('�+�� ����A '��������

G���� �F� �'��,@�� ������,��(� b�',� �������+@�+ ���!� ��,�
-+,-��'- �����
�� ��,�� .��, ' �,�+�( '����@3 ���+���'- �	
���2.
���	. �,� ���	.�  �+��-�� /�� ����@ ����� ��	��
� �� � �'��,@��
��,� ���3� ���+�@ � ������ &�,@D� ���+- '����B�F�!� �A ����
����+�� ^',� ����� ��/��� ���-��� �������+@�+ T1, . . . , Tm� �� �����
����+� -+,-��'- ��	���	��

2.�

b�'�� �'��,@����'- � ������,�!�- ��
���	�����	�	 �������  �+��-��
/�� ����@ -+,-��'- 	��	. ����( '+��A �������+@�+� ��B��( ����@�
����� ���- +'�!� ����+�� -+,-��'- ����
�	. '+��!� ����� ^',� � �!���
�/�+��@'- '��B��� ���+-��� �� ��B� ������&,-�@ ������ ����	�
� �	�	.	��

$�F�'�+��� �'��,@�� '��'�&�+ !����/�'��!� ����'��+,��- ����+��
+ +��� ����+� ����� ++��A� +,�B��A ��B�'�+� +,�B��A '��&���
�'���/���!� '��'��� �'��,@��- �&���/��- G@3� � ����

C��� �� +�B�A ����+ ����+@�+ -+,-��'- �
��
	� �����	 0 ����+��
+ ������� ��B��( ���, ����� ,�&� �+� �������+�� ���+����A ���2. �
����2.� ,�&� � ���!�� G,- ����'��+,��- &����!� ����+� ��&A����
�� � ����������( /�'��� �������� � '�������� Star ��&�+��@ �F�
�+� ''�,��� � ,�+�� �������+� Left � � ���+�� �������+� Right�

%�� ��&��� ' ����+@-�� /�'�� +���,-��'- �������- 	�6	�� ����+��
��� ������( ��B��( ���, ���A����@'- ��+� ��� ���� %�,�� ���A�B�
���� ����+� ��'� ��� �'����� ,��(�3 ��''���+�� ��,�+�

G,- ���A�B���- &����!� ����+� ��B� �'��,@��+��@ ��� �� ���A
'��'�&�+ �&A��� ����+�� ���.	�� 	����
2� �,� �	
���	�� C�����,-3�'-
I�� '��'�&� �����'�+�� �',� &����� ����+� � ��'��� �� �&A�� '�'����
+ ���� /��&��

"���	�# �������$ "�������# �������$ "�������# �������$

������� � ������� ���#�
 ����� ���������� ���#�
 ����� ����������
���#�
 ����� ���������� ������� � ������� ���#�
 ������ ����������
���#�
 ������ ��������� ���#�
 ������ ��������� ������� � ������

�'-��� ����+� ��B� �'��'�+��� �&����� ����'��+��@ + +��� &��
���!� ����+�� � �&���� +'-��� &����� ����+� ��B� ����'��+��@ +
+��� ����+��

G���+@- ��� '�������� D����� �'��,@��3�'- + '���A �����&����
�A ����/�A� Y�������� + ����/�A ���'�� #'��� �������� +�D� �����,
� ������� \���)� C/�+���� /�� �������- ���'�� �/�@ I������+�
+ ���A� ��!����+��A + &����� ����+@-� ^',� �'��,@��+��@ ,��
�(�� '��������� �������� ��''�+� �� +���- ���'�� ����������,@�

SW



��,�/�'�+� I,�����+ ��''�+� O�N�� ^',� B� �,- ��!������� ���A
�'��,@��+��@ &����� ����+�� �� ��� I�� �����/�� �F� + ���+�(  ���
��� #��A�����-)� +���- ����������,@� O�log2�N��� %�� &�,@D�A N
������ �!�����

%��+��� I�� +���- ��+�'�� � ��,@�� � � '��,@�� �� N � '��,@�� ��
!,�&�� ���!� ����+�� � '���� �,�A�� ',�/�� I�� +���- &���� ����
�������,@� N � + '���� A���D�� 0 O�log2�N��� %�I���� ��� ���'��
',����� ����@ ��,� ' ��� ���+������ �����
��	��

2. ����+@-���
+ ������A ��,�/�'�+� ��,�+ + ,�+�� � ���+�� �������+@-A ��B��!� ���
,� ���,�/�3�'- � &�,��� /�� � ������� � ����A ����+@-A ��������
+'��+�� + ����+� �+�!� ��,� �,� ���,��- ��,� �� ����+�� ��� ���+��
,�� ���+��-� � ����� /�� ����+� ����'���� &��@ '&�,�'���+���� �
���&�3�'- ����,���,@�� �'�,�-� /��&� '�A����@ '+�('�+� '&�,�'��
��+��'��� J�� ����/� ���!� ����F���'-� �',� '&�,�'���+����
'/����@ ����+@-� + ������A +�'��� ,�+�!� � ���+�!� �������+@�+ ��B�
��!� ��,� ��,�/�3�'- � &�,��� /�� � ������� G���+@-� �&,���3F��
I��� '+�('�+��� ���+�3�'- EFG��������.� %�� �������� +'��+�� �,�
���,��- ��,� '+�('�+� '&�,�'���+��'�� ��-�@'- � ��,B�� � I���
',�/�� ��� �������� ���'�� '����� ��,�/�'�+� ��('�+�( &���� �������
����,@� ��log2�N���

^'��'�+�� �'��,@��+��@ ����+@- � + ����/�A ' ������ �&,����
3F��� �����A�/�'��( '��������(� 
�''������� �������� ����/� I+��
,3��� &�,@D�A �+����A '�'��� ��� ��('�+��� !��+�������A '�, 0
����/� N ��,� !�� N �/�@ +�,��� #� 108)�

� ���'��(D�� ',�/��� ��!�� ��('�+�3� ��,@�� !��+�������� '�,��
�,- ��B��!� ��,� �B� +�/�',-�@ '�,� ����-B��- Y@3��� �� +'�A
�'��,@�A ��,� +'�!� O�N2� ����A +�/�',��(� ^',� N � 108� �� ���
��/� ���@D��- I��A +�/�',��( '���+��'- B���� +�B�(� ��,�
����,�B�� �;::>MR;L � eR;>:<��89 ������ +�/�',��- +�������('�+�(
N ��,� +�,3/�3F�A � ��B��� D�!� ���!����+��- #+������ D�!�)
�+� ��('�+�-�

�) ��'������ ����+� ' ,�'�@-�� 0 /�'������ #����@ ����+� 0 +'-
'�'����)]

�) �&A�� I��!� ����+� ' ���� /��&� ' �B�( ��/�'�@3 +�/�',��@
'�,�� ��('�+�3F�� � /�'�����

�,!����� ��D��- I��( ����/� &���� ��''����� + �����,� `
�&��
�� ' ����+@-�� + �;::45L:a� ���'@ B� ,�D@ '��B��� /�� �'��,@��+���
����+@�+ + ���( ����/� ���+�,-�� '����@ ���������'�@ +�/�',��(
+�/�',��( ' O�N2� �� O�N ln2N��

SV



"�� B�� ��� � �,- ,��(�A '��'��+� �,- ����'��+,��- ����+@�+
�����-3�'- �+� '��'�&�� ��� �'��,@���� ��''�+�� � ���!�( 0 ����
����,�� ?��'@ ,�/D� ���+��@ �A � ��',���+���,@�( � '+-��( ���
����� � '����/�'��( � �����/�'��( '���+��'�+���

C��� �� +����B�A '��'�&�+ ����'��+,��- �+��/�!� ����+� ���
����F� ��''�+� -+,-��'- ',���3F�(� � ���+�( I,���� ��''�+� �����
'��� ���, ����+�� + ',���3F�� �+� I,����� 0 �+� ��,� +����!� ���+-�
+ ��',���3F�� /����� I,����� 0 /����� ��,� ����@�!� ���+- � ����

%�� �����/�'��� ����'��+,��� ���, ��,B� '����B��@� ������
����������A ��,�(� ��,-� -+,-3F��'- �������,-�� � ���� '����
+��'�+�3F�A �������+@�+� %���&�� ����'��+,��� ����+@�+ &�,�� �'���
'�+�� � ���'�� � ��I���� &�,�� /�'�� �'��,@����'-�

B���& � �! "��� �������

 ����� ��� � ����+@-� -+,-��'- �,��(��� '����������� C�
�'��,@��3�'- �,- ����,���+��- ����A ',�B�A �&E����+ ��� '���
#���'�����- '��@� ����������- '��@� '��@ ������ � ����)� $��
��+�( �&E��� '�'���� �� ��B�'�+� I,�����+ ���!� ����� '+-���A
��B�� '�&�(� Y�������� + ',�/�� #'���) �������,���� I,������� ���
!�� ',�B��@ '����� ������ � + ��/�'�+� '+-��( +�'�����@ ���,�� �A
'����-3F��� J,������ + ���� ',�/�� '������ ��!�� A�����������
+��@'-� ��+����� ���������( � �,�/�� ����'���� � ���!�3 ,��3
� ����� � ���,� 0 �,��( � ����

$���!�� ������,��- ����+�� H��� 0 I�� ��B�'�+� ��/��� ���+��
���A ���4
�.� � ,��(� '����-3F�A ���� +��D� � ���+����A
�����.� ��B��- ���� +��D� ��B�� &��@ '������ � &�,�� /�� ���
�� ��&���� G+� +��D��� '������� ��&���� ���+�3�'- �.��
2.�
^',� V1, V2, ...Vk 0 �����B�'�+� +��D� !���� ����A� /�� Vi � Vi�1 0
'��B�� +��D��� �� ��',���+���,@�'�@ ��&�� l12, l23, ...lk�1,k ���+��
��'- ����. �,�� k �� +��D�� V1 � +��D�� Vk� %��@ ���+���'-
��	��2.� �',� ���,�/� +��D�� V1, V2, ...Vk�1 � ���,�/� +��D��
V2, V3, ...Vk�  ��� ���+���'- ����
2.� �',� ,3&�3 ���� +��D� '+-���
+��� ����(��� ���@� I��	. ���+���'- ���'��( ���@� ���3F�( �,��
&�,@D� �+�A � ���F�( �� +��D�� � �( '���(�

^',� �,- ��B��!� ��&�� ������,�� ����+,���� �� ��,�/��� 	��
�
��	��

2� !���� � ��,�/�� �� �&�/�!�� + ��������+��� !���� �+�
+��D�� ��!�� &��@ '������ ��B�'�+�� ��! #��&��)� � ���B� �/��
,� ��!� ��B�� '�+�����@ ' ������ ���� +��D�� ��B�� &��@ '������
'��� ' '�&�(�

Y��&�,�� /�'�� �'��,@������ �������� �� !�������

S�



�) ������,��� �����,�B�'�� �����( ��!� �,� ��&�� !����]

�) ���,��� � ��&�+,��� ��!� �,� ��&��]

S) ����&�� +'�A ��! �,� ��&��� +�A��-F�A �� �����( +��D��

� ����
%�� ���!�������+��� ����/� ������,�!�3F�A ��&��� ' '���+���

�&E������� ��&A����� ��D��@ +����' � ����'��+,��� !����� ��&��
����'��+,��- ������,-��'- ������� #�,!�������) ��D��- ����/�� �
���B� '��&��B��-�� I������ ���-�� ��� �&��&���� &�,@D�A !����+�

$�F�'�+��� �+� '�������A '��'�&� ����'��+,��- !�����

�) �'��,@��- �&�� '��'��+ '��B�A +��D� �

�) ��� ����F� ������� '��B�'���

%�� ����'��+,��� !���� + +��� '��'�� '��B�A +��D� �����-���
'- �������( ��''�+ #A) �������'�� N � !�� N 0 ��,�/�'�+� +��D��
G,- i�( +��D�� !���� '���+��'�+�3F�( I,���� ��''�+� A�i� '�����
B�� �������,@ � '+-��( '��'��� I,����� ������!� +��D��� '��B�
�� ' i�( +��D��(�

������ ����'��+,��� �'��,@����'-� ��!�� ��,�/�'�+� ��&�� M '��+�
��� ' N �N � ?��'@ '������'- ������� #�+�����( ��''�+) B ��������
'�� N �N � I,����� ������( ����3�'- ',���3F�� �&������ B�i, j� � 1�
�',� i�- +��D�� '������ ��&��� #��!�( �,- ��������+��!� !����)
' j�( +��D��(� � B�i, j� � 0 + �����+�� ',�/���

��%�+ ���0$�0���0��&� "���$� ��&!

��$ �&

^',� '����� 0 I�� ��',���+���,@�'�@ '��+�,�+ �,� &�(��+� �� ���
!�� �� !�+���� � ������� �� ���������+��� �/�� &�,@D��� /�� ����
'�� ��',���+���,@�'�@ '��+�,�+ �,� ��B� ',�+� Y�� +�B��� /�� ���'�
����� '+�3� ���'�F�3 ��,@�� I���� ���'��� ,�!�/�'��3 '��������� H
I�� '��������� +��&F� !�+��-� ����!��� �����������+��@ ��������3�
'����B�F�3'- ���� + ���� ���'���

Z�!�/�'��- '�������� �������� 0 �����A�/�'��- � A���D� �����
'��+,-��'- ���+�+���( '��������(� 
�''������� �������� ���+�3 ,���
��3� ^� ��B� ����'��+��@ + +��� ,��(�!� '��'�� �,� + +��� ����+��

��  !"#"$%"

�� &$'()*+,%-

�2



�� ."()%- /"$$($+

��  !"#"$%"� 0((12"$%" % %$'()*+,%-

3� 0!-45 6((12"$%- % %$'()*+,%%� %7 %$8")9)"8+,%- %

(1)+1(8:+

�� ;%6:)"8$<" 6((12"$%-� =$+:%� >?'+!%8

@� ;!(%A$<" $+1()< 4$+:(!� 0?(!+� B(#<� 0%*!(?<

�� /"$$($(!6:%" 6((12"$%-� B(?%A"68!( %$'()*+,%%�

."()"*+ :(#%)(!+$%- /"$$($+

Z�!�/�'��� ������� ���'�F�� ���'��� ��+�'-� �� �!� +���� � ����� 0
I�� !,�+�� �&����� ����,�B��-� %�I��/�'��( ���'� ��B� �����,��@ �
'��A��+����-� '������ '������ G�������!�/�'��( ���'� '����B�� ��(�
'�+�-� '���� ���,���� �������� G���������- ��B�� +�,3/��@ ������
,�� ������,��-� ���+�,�� ������� �,,3'������ � ���� #+�,��@ �� ����
'��+ ���!����)� ���/�� ��B�� ����/�',���� ������ ��������+
�� /����( !������ � ���+������ +�D� �������� � �'/����+����
'- +'� ��!��&����� '�F�'�+�3F�A ���'��+�A '��������

*'�� /�� '��+���,@� &�,@D�( ���'�� ��� ���+�,�� ����� �����A��
/�'��3 #�,��(�3) '��������� C���� +�D�� �'���,� ��'��+,-3�
�' A����@ ���'�� �� '��� + +��� ,��(�A '��'��+ '���� 0 ���'���
+�A '����� ^',� ����A�� �� �����A�/�'��( '�������� � ,��(�( +��
��,-��'- ���'�� #�������� �&A�� ����+�� ����+��-F�( �!� + ,��(�(
'��'��)� �� �&����( ����A�� ��+� ,� +����B�� �',� �� � ����,��
���'� ���������( � �!� ,�!�/�'��( '��������� "���- +�'���- + ���'�
��������- ���+���'- �!� ���.���	��

��B�(D�� ���&�+��-� ������� ��,B� ���+,��+��-�@ '�������
��������� �/�+����

• ������+�A� +�B� ������,��@ ,�!�/�'��3 '�������� ���'��� ���
I��� ���'� &���� + ��,@�(D�� �&��&���+��@'- 0 ��+�'�� �� '��-�
F�( ����/� � &���� +���,-�@'- '���+��'�+�3F��� �&��&��/����
��� ,�!�/�'��- '�������� ���'��� ��������'-� � ��,B� ��+�'��@
�� ��( �&��&����� ������( I��� ���'� &���� ���+��!��@'-�

• ���+����A� �� ��,B� ����@ +����B�'�@ ��&����@ ' ,3&���
����������� + ��B��� �������� ',�/�� ������,-�@ '�������
�� ���'��� A��������3 ���� �,- I��!� �������!� ���������
�� �'�@ ����+��@ ��� ���������

• ������@�A� ���'� � ��,B� ��+�'��@ �� ����(��� �������( '�'���
�� ����'��+,��-�

��



H��� I�� '+�('�+� A�������� �,- '�������!� -���� �&�&F��
�( �������� p�qw #p9R>LR;L �:>:;Ry=t:L qR;Q87 wR>M8RM:)� $�&'�+��
�� p�qw 0 I�� ����-���� ' �!� ����F@3 ��B� ���'��@ �B�(
-��� ��������� � ����� �'��,@��+��@ I��� -��� �,- ����'��+,��-
� �&��&���� ���'��� \����� ��+�'��( ������ 0 ��qw #�s7:;9:r9
qR;Q87 wR>M8RM:)� ���+��,@�( -��� ��������� ������,��( ' �����
F@3 p�qw�

� p�qw �,- ���'��+�A '��������A ����� �'��,@����'- �����
5��.�
�� G,- I,�����+ p�qw ������,�� ��,@�� ���D��- � ���!��
I,������� ������� ���!��� '+�('�+��� �� � �&,���3�� J�� ����
D��- ������,-3�'- + '�����,@�� �&��� ���'���,@�A ��+��B���(
' ���'��� '����'�'�� 0 O�O #O5486:>9 �s7: O:�>=9=5>� ���� 	������
��
 ��� �	��.�
��)� %���&�� ������,��� ��B�� &��@ ����� ���
�,- �������!� ��������� ��� � �,- ��������+ ����!���� D�����!�
�,�''��

� +��� �,,3'������ ���+���� p�qw��������� #O�O ��'����� ����
B�) ��I��/�'��( ���,�!��

���������	


����
������
����������


�������
���� ������������� ��� !�"�#$��!
��������


�����%�


�����
&'� �'()*'�+ �� ,(�*������


�����
-�*��./ 0�1��/ 2� 34������


�����
5'� ��6 7'� ��6������


�����
5���'8���.1 2�)'��9��������


������%�


�����


����
������
:2�)�'���*��������


�������
:;&��������


�����%�


�����
<('9 =�/�'�� >��?�.1 @*' �'���86������


�����
A8�� >��@�' 2�+� B8*���#������


�����
; /�8�=��1 *��8�C =������.1������


�����
�(1�'D(�' �*+�*+ 2���8E##������


������%�


�����


����������	


?��'@ ��,�B�� ',���3F�- '��������� ����@ 0 +�'@ ���'�

��



#R>9z5y5Ms)] �&E���� +����!� ���+- 0 '��A��+����- #75:6)� +�,3/��
3F�� + '�&- ��+��� #9=9y:)� �+���� #R89z5;)� � '�&'�+�� '����� '���
A��+����( #<9R>tR)� %�',���(� /��+����( ���+�@ �����A�� 0 '�����
#y=>:)� $ ����F@3 I,����� =6M ��B� ����'���@ + ���'� ����!����3
�+�����

Y�&�� ���'���,@�A ��+��B���( #O�O) ��B�� +�!,-���@� �����
���� ����

�EFGFHFIJ ��������	 K K L���MN


�EFGFHFIJ ��� K K L�����O6 ������6 ����%�MN


�EFGFHFIJ ����� K P LQ34RSJSN 


�EFGFHFIJ ������ K P LQ34RSJS6 ��ON 


�EFGFHFIJ ����%� K P L����MN 


�EFGFHFIJ ���� P P LQ34RSJSN 


�EFGFHFIJ �� K P FH3JT 


�ESJJGUVJ �� ��� 4RSJS QWFXYUWFR


��B��� ���+�,� �,- I,�����+ '�'���� �� ���A /�'��(� ��+��- #�,�
!����� ��+��(� ������� R>9z5y5Ms)� �+�A ',���3F�A ��,�( 0 ��
�������� � ���� ��B�� ,� &��@ ���F�� �/�,@�- � ���/�- ����
��� ��',���!� ��,- 0 ����,� '����B���!�� ������- �����+���� /��� ���
!�� '����B��@ I�����,-�� I,������ ?������+���+��� ',�+� C�DE�F�

#�R;<:L fzR;R49:; OR9R)� + /�'��'��� ���/���� /�� ���'�+����( I,����
��B�� +�,3/��@ ,3&�� �����D��� '��+�,@�� �����

?�� `ka + ����,� '����B���!� ������+���� /�� I,���� ��B�� &��@
��+���� &�,�� ���!� ���� #�',� &� '��-, ��� `ma� �� I,���� ��! &�
��'��'�+�+��@ +�+'� �,� ��! &��@ ��+���� '��,@�� �!��� ���)� � ���
`Xa 0 I,���� ��B�� +'���/��@'- � &�,�� ���!� ����� GH�FI 0 ��������
+���+��� ',�+�� ���/�3F��� /�� � I,����� �� '����B���!��

J,����� ��!�� ����@ ������2� ������� ���B� ���'�+�3�'- +
O�O + ��+��B���� d��wjp�� � �D�� ������� + '��'�� ����&���+ I,��
���� =6M +�,3/� ����&�� <;4� ��/��� ������!�� DE�F�� ��B�� +�,3�
/��@ ,3&�� �����D��� '��+�,�] I��� ����&�� +'�!�� ��,B� �����
+��@'- #CJGKLMJGE)�

����� ��!�� �����+�,@�3 /�'�@ �������� ��B� ������+��@�
������,�+ 	�8���� Y��������

�EFIJUJT ��� !ZQ[\\F]^!


J�� ������,��� ��B� �'��,@��+��@ ���� ��NOP�
Y������ ���'��@ O�O� ������,-3F�( +'�� ��+�'��( -���

��qw� Y������� /�� p�qw ���'�+��� ,�D@ '�������� ���'��� � ��
����������-� +����,�����- � ���!�- �&��&���� -+,-��'- ����,@�( ����
+�'���( ����/�(� G,- ��D��- ����&�A ����/ �����&��� -��� Opppw

�S



#O5486:>9 p9sy: p:6R>9=4< R>L p7:4=�4R9=5> wR>M8RM:)� !�� ��B� �����
��,��@� �������� ���+�,� +����,�������

� ������)� $�� ������&


�������'- ' ����F@3 I��( #p�qw) ��A��� ��B� ���'�+��@ �
��,@�� ���'��� �'������/�'��( ������ I��!� 0 ���Roy: 0 !�&��(
������ �,- A����- � �&��� ��&,�/��� ������ + /�'��'�� �'��
�����/�'���� ������ "�/��� ���Roy: �'�+� � � p�qw� � �
�qw� &�,�� D����� �'��,@������ '�(/�' + H������ -���� ���������
� I�� '���'�+� ��'����/� &,����� /��&� + ���� �����'�� �A ���,��
/��� ��B� &�,� ����&��/@�

$+�('�+� �qw� ������ ���+�,-3� '��,��@ ���� � ��,@�� ������
'������ � � ��'�����,���� + '��� H������

��� ������ ���Roy:���������

����� ���	
���������

��������� ������� ����� �!""#$%%&	'�����(%���%���)*���+"+��

�������� ���	
��������

���,-.-�-�.�

������� -���/01���� �2&
����1����� �#�3!�1����� 	/	"����24,56�%�

�%��,-.-�-�.�

�7���87���

���7� �)����*	������ +)")"/#��3!)�� )��)/	
9��:� �)�&��;��	3!����

�����7-��-�.��!
	 #)�)��"�� 
	 +�	
(��+ "� 	"��� "!� �*	�����<	 �)��

�%����7-��-�.�

�%��7� �

������ �)����")�	��

�����7-��-�.����� *�
(!" 	")�	�%����7-��-�.�

�,-��� �)����")�'.)��� &3+�-�4 �-.� +)")"/#��3!)�� )��)/	
9�����%�

�,-��� �)���7�� &3+����4�=47�� ��>��/01���� &�
"�+�(�

+)")"/#��>��)"� #��3
	
���,?� @
+"!�A�%�

�,-��� �)�����3� &3+����4�=4���� ��>��/01���� &�
"�+�(�

+)")"/#��>��)"� #��3
	
���,?� @
+"!�A�%�

�,-��� �)�����&�"	� &3+�.8 ��7� +)")"/#��
�"� )��)/	
9��1�?�:�%�

������

�����������

��7�

�������3/���%���������B�C1A�%������� 6�11A�%���

����B 6 ? 1 � 1 ? B D�%���

�%�7�

��7�

������()�%�������1AE�1?B�%���

����?C�AC1�%�������C A C D C D�%���

�%�7�

�%����������

�%�����

�%������

�%7���87���

��



�%��������

G��� + ���Roy: ����'��+,-3�'- + ���� �� ���A �������+�
�dewKOd�d� gj�p � ej}du|� b�� ����� �dewKOd�d� -'� �� ����
����� gj�p 0 ������� �����&����( + '�����'-��A !���A � D����� �'�
��,@�����( �'�������� �,- ������/� ���A� gj�p���(, ��B� �,�
��-�� +�,3/��@ + �gj�p�����_gj�p�� �,� ����+�����,@� +�''����
+��@ ��������� � ������� ej}du| '����B��'- ���'�� �+��/�� ���
�� #����� &���+)�

$+�('�+� �qw� ������ ���+�,-3� '��,��@ ���� � ��,@�� ������
'������ � � ��'�����,���� + '��� H������

� +�� ���!��� O�O �,- ���Roy:

�EKK RP4YHFIJ JT3F RF_UIUJUPI `�� aPJ�"��  

a������ P"���b����	 J�"���� _���� KK


�EKK aPJScGF �� ��� ���� ������ KK


�EFGFHFIJ aPJScGF LRFV4WU3JUPIO6 RF_UIUJUPIO6 UI_P�6 WFVPYW4F�N


�ESJJGUVJ aPJScGF

# # # # # #




�EKK WFVPYW4F ��� ������� ����� WFVPYW4F KK


�EFGFHFIJ WFVPYW4F LRFV4WU3JUPIO6 UI_P�6 4PPVTV�6 3SWSH�6 GUId�6

JScGF�6 WFVPYW4F�N


# # # # # #

�EFGFHFIJ RFV4WU3JUPI LQ34RSJSN


"�/�� ���'��� ���Roy: +�A���� �� ����� ���!� ���'�� C�������
/�� �'��,@��+��� + ��/�'�+� ����-���� �qw ���+�,-�� �&��&���+��@
���� ' ����F@3 �B� �����&����!� �,- �qw ���!�����!� �&�'���
/��-� ����,��@ ���'��� ���A �� '���A ���A #A����@ �A ����,@�
�� � ����A '�(��A)� '��,��@ ����� ��'�����,��� + H�������
��'������ �,- +'�!� �'������/�'��!� '��&F�'�+��

J�� � ���'�+��� �������� p�qw_�qw + �'�������� 1�B�
����-��@� �������� dqw� djqw � ����

��%�- C�/�& � �! ������&

Z3&�- ��������-� ,3&�� ����� ��&A������ �,- ��D��- ��( �,�
��( ����/� �,� ��,�/�3F��'- + ����,@���� �,� + �����''� ��D��-
���&,���� ��� ���+�,�� '�A��-3�'- � +�D�A �'���,-A #+�/�'���
��A� fOu�q��A � ����) + +��� ����	��

�	



��(, ��B� ��''�����+��@ ��� ��',���+���,@�'�@ &�(��+� +��&F�
!�+��-� � ���3F�3 ����A�,�&� '��������A ���D��(� ���� ���'�� ���
',���+���,@�'�@ #�����) &�(��+� �!�����- �����A�3� ������,��3 +
���,�B���� $ ��/�� ����- ���,�B��- �&�/� ��(, 0 I�� !�����
+�����'+-���A ������� + '+�3 �/����@ ����'@ 0 !����� +�����'+-�
���A �	���� � ��,� 0 !����� &�(��+�

$��������� ���D��-� ���'�F�� ����� ���� �A ,�!�/�'��-
'��������� + ��(,� �&�/� ��'��'�+���� �� ������,-3�'- � �'��,@���
3�'- ,�D@ + ���!�����A� ������� ��&���3� ' ���� ��(,���

$ ��(,�� '+-�� �-� ������	�� � &�,@D�'�+� ',�/��+ ��(, ����
�� .� 0 '����� '��+�,�+� ������� ������������� ��(,� ������,-��
�!� ��'���A�B����� � /�',� ����&���+ +A���� ���B� ��������- �
���+�A ��'����� '�&'�+���� ��(,�� +����� '�����- � ����

C�������� �����+������ �� ��(,���� +�,3/�3�� '������� �������
+���� ���,���� ��,�/��� ��������� � ��(,�� ����� I��!�� ' '�����
B���� ��(,� +���,-3�'- ',���3F�� ��('�+�-� �������� #'+-��+���
���� ��(,� ' '����B���� � +���,��� �������A +'����!���,@�A
��('�+�()� /����� ����'@� ����������+���� ���������

� ���,3/��� '��,��� �+� ����/��-�
�) C'��+,-- ������,��� '�������� ���A ��(,� � �!� ��������

����3 �� ���!�����(� �� � ��B�� ��'/���+��@ � ��� /�� �� �,�
��- ���!����� ���+�,@� �&��&����� ,3&�( ��(,� %�',���+���,@�'�@
&�(��+ ��(,� �&��&���+���'- �������( ���!�����( � ��I���� ����
/�-��'- ���+�,��� ������,��� + I��( ���!������ C����� �,- /��
'�� �'��,@�����A #!����/�'��A� ��,@������(�A� �'������/�'��A �
����) ���!���� I�� ���+�,� ��+�'�� #� /�'�� ����'��+,-3�'- ������
��� '��������)� � ��(,�� �� ���+,��+��-3F��� ��� !�+��-�� ���3�
������,��( �	�.���

��� ���+�,�� ������� � ������ ��(,� '����B��'- + �!� ��'D����
��� �������� ��QRS� �	Q�� �T��� �TS� �OT�	� �RUR� �VR� � ���� 
��������
'-� '�&,3���� ����!� ���-��� ���&�� � +�+'� � �&-����,@�� ���+,��
�+��-�� ,� ��� �,� ��� ���+�,�� ��(, �,� ��� ���+��-�� +��+��-
���!������ � LWQU �'�@ '�����,@�- ������ #���!�����) �QP�� �����
��- ������,-�� ������ ��(,� �� �!� '����B������ �� �'�@ ������,-���
������ �� ��+�'��A ���+�, ���+,��+��-�� �����( ��(,�

�) 1� ��'�,�'@ ��,@�� `��',���+���,@�Aa ��(,�+� %��!������
��&���3F��� �������� '� ',�B��� &����� ���A� �&�/� �&��&��
��+�3� &�,@D�� �&E��� ���������� � �,- ��+�D��- I������+��
'�� #&�'�����('�+�-) ��!�� �'��,@��+��@'- &�,�� ',�B�� '��'�&� A���
��- ���A � +�D�A �'���,-A #�������� ����'�� �������,��
���/-3F�� ��,�B��� �B�!� ���!���� ���A � ����)�

�U



����������	 
�����

�� 1�!�� ,� &��@ '+-��� ����� ���'-F��'- � ����(�,�&� ����/�X
b�� ����� ���'��(D�� '�������� ���AX

�� H� /�!� '�'��-� '�������� ���A� ���+����� + %�'��,� ����'-�
��� � + $� 0 '����������X 1�B�� ,� ��-�@'- ��,�/�'�+� ��,�( �
����A '������� + �����''� +���,��- ���!�����X ����� ������
��� ������,�� �,- ����&�A ����'�(_'������� � �A I,�����+X

S� b�� ����� ��''�+X ��� ������,-��'- ��,�B��� + ���-�� i�!� I,��
���� �������!� ��''�+�X ��� ��'��,�!�3�'- + ���-�� ������
,-������ ����A -����� ���!�������+��- I,����� �+�����!�
��''�+�X *+,-��'- ,� ��-��( ��'��� � I,������ ��''�+� �'�+�
�� ��'���'�+�� ��''�+�+X ����� �������� ������,�� �,- ��'�
'�+�+ + ��,�� � �A I,�����+ + /�'��'��X

�� b�� ����� AID + �D�( ������,�!��X � /�� �'�+�� ��'���'�+�
AID�(X ?�/�� ++����'- AID������- � /�� �� ��,���X b�� �����
��,,���� ��� �'��,@��+��� AID� � ��� �� �����D�3�'-X 1�B��
,� AID���+��� �'��,@��+��@'- + ������!�����X

	� ��� ��B� ������,��@ �&'������3 '�������� ���AX $,�����
,� ��''�����+��@ ��������� ������� &���� +���,-�@'- ' �����
'�+��'�� ' �A '��������(X

U� b�� ����� '��'��X ����+� �����,@�� ������,��� ,��(�!�
'��'��X ����� �������� /�'�� +���,-3�'- �� ,��(��� '��'�
����X b�� ����� '���� �/����@ � ���X � ����A ',�/�-A �&�/� �'�
��,@����'- '���X 1�B� ,� ���,���+��@ '��� ��� ����F� ��''�+�X

W� b�� ����'��+,-�� '�&�( '+-��( '��'��X ��� ��B� ���,����
+��@ �������� +�,3/��-_�'�,3/��- I,����� �,- �!�X ����+
�D �&F�( �������( �'��,@��+��- '+-��!� � ��',���+���,@�!�
����'��+,��- ,��(�A '��'��+X

V� ��� ��B� �����,@� ������,��@ ����+�X %�/��� �����'�+�'�@
-+,-��'- �'��'�+��� '+�('�+�� ����+@�+X b�� ����� ����@ �
,�'� ����+�X

�� b�� ����� &����� ����+�X ��� ��B� ����'��+��@ ����� ����+��
�'��,@��- �������,�X

�2� b�� ����'��+,-�� '�&�( �&A�� ����+�X ����� +��� �&A��� &����
�!� ����+� +�� ��+�'��X

�W



��� %�/��� ��!������- ��������� ��B�� &��@ �/�@ ��,��� �,-
�������� ���'��X b�� ����� '&�,�'���+��� ����+� � d�w�
����+�X

��� ����� '��'�&� ����'��+,��- ����+@�+ +� �����X 1�B��� ,� +�
'�����,���+��@ �������( �'��,@��+��- I��A ����'��+,��(X

�S� ����+� '���!�� ������,��� !����X b�� ����� ���@ � ���,� '+-��(
� ��������+��( !���X ����� �������� �����-3�'- � !�����X

��� ����� '�������� ����'��+,��- !����+ '�F�'�+�3�X ��!�� ��
-+,-3�'- ������/����,@���X

�	� � ������ ���� '������� ��B� ���'�� ,�!�/�'��3 '�������� ����
'��+X ����� ���&�+��-� ��,B� ���+,��+��-�@ '������� ����
����� ���'��+X

�U� b�� ����� p�qw � ��qwX ��� ����'��+,-��'- '�������� ���'��
+ p�qwX b�� ����� O�O � ��� � +�!,-��� + p�qwX

�W� b�� ����� ���Roy: � ��/�� � �'��,@����'-X ����( -��� ,�B��
+ �'�+� ���Roy:X � ����A �������A ����'��+,-3�'- ���� +
���Roy:X

�V� b�� ����'��+,-�� '�&�( ��(, � ����� ����&��� � �����X �����
�������� �����+��-�'- �� ��(,���X b�� ����� ������ ��(,�X

������	���

�� Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ '�������� '
I,������� ����A ����+� �'��,@��+��� ��� �,- ����'��+,��
�- �&E����+ + ����,�!� '���,��( !�,������ ���'��� + ���'��
��'�&�-�

�� Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ ���������
+�/�',-3F�( ����' i�!� I,����� ��''�+� �� �����,�� ���( +
���'�� ��'�&�-� %���+����@ ���'���� ��&A�����A ����+ ���A
� �������A�

S� #�) %�������@ +����B�3 AID������3� ��������,@� ��,�/��
3F�3'- �� �������� ���!� + ��'�&���

�V



�� Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ ���� ���A
� ��������� ��&A������ + ',�/��� ��!�� ��B��( I,���� AI�
D� -+,-��'- �������,�� � '+-��( '��'�� I,�����+� ���3F�A
������+�� �,3/��

	� #�) Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ /�'�@
���!������ ���,���3F�3 �������� +�,3/��- I,����� + AID �
�'�,3/��� I,����� ��� ����'��+,��� AID�� ���'��� + ������
��F�� ����B����

U� %�������@ ������� '��'��+� '����+� �/�����( � ����+�

W� Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ ���� ���A
� ��������� ��&A������ �,- ����'��+,��- '+-��!� '��'�� �
���,������ �������( +�,3/��-_�'�,3/��- I,����� �� �!��

V� %���'��+@�� +���B��� dmekf + +��� ����+� ' ��,��� d� m� e� k�
f� �&����( �&A�� ������!� ��'� ����� +���B����

�� b��� ��+� '����� /�',� �������( '��+��-� ��&A�����A �,-
���'�� I,����� + ����-��/��� ��''�+� �,��( N #���'��� ���
��&����) � + ����-��/��� ����+� #������� &�,@D� ������+) '
��� B� /�',�� I,�����+X

�2� Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ ���� ���
�A � ��������� ��&A������ �,- �&��A ����'��+,��( ����+@�+�
����,�B��A + ��'�&���

��� #�) Z3&�( ,� !��� ��B� �&�(��� ��&�+�+ + ��B��� ��,� ��+� ��
����� ����X %����&�(�� '�����,���+��@ �',�+��� ��� �������
I�� +����B��

��� Y� ��+�'��� ��� -���� ���!�������+��- ���'��@ ���� ���A
� ��������� ��&A������ �,- �&��A ����'��+,��( !����+� �����
,�B��A + ��'�&���

�S� %���/�',��� ���,�/�� ,�!�/�'��� ������� ���'�F�� ���'���
����!� �����

��� H'��,@��- �&����� p�qw��������� ���'��� ���( + ��'�&��� ����
+����� +����B�3 �������� ����!���&��@ '��A��+����-� Y����
D��� �&�� ���'���,@�A ��+��B���( �,- �!��

��



�	� H'��,@��- ���Roy:��������� ���+����( + ��'�&��� '����(��
���!�( ������� I��!� ����� ��,3/��� + �!�� �� +����B�'���
���� ����!� �����

�U� %���/�',��� ������� ��(,�+� ������� +� ������

0000T

	2



� ���������

0��	��. 0 �&�� ���/�!� /�',� ���+�,� ����3F�A ��',���+���,@�
�'�@ +���,��- �������( �,- ��D��- ����/�� �,!����� ����� �-�@
+�B�A '+�('�+�

�) ���/�'�@ 0 �,!����� +'�!�� ��,B� ����/�+��@'- ��',� ���/�
�!� /�',� D�!�+]

�) ������,��'�@ 0 ��B��( D�! ��,B� &��@ ��/� ������,�]

S) �,�/�� +A���A ���A 0 �,!����� ����� �������� /�',� +A���
�A ���A]

�) �,�/�� +�A���A ���A 0 �,!����� ����� ��� �,� �'��,@��
+�A���A +�,�/�� ���3F�A ������,��� ���D��- � +A����
����]

	) I������+�'�@ 0 �,!����� '/�����'- I������+��� �',� +'� ��&�
A������ �������� ��'����/� ���'��� /��&� �A ��B� &�,� +��
��,��@ ��/� � �� ���/�� +���-�

^',� �� ����B��'- �� ���&�+��- ���/�'��� �� ����( �&�� ����
+�, ��B� ��+��@ �2�������
2. .��	�	.� b�� ��'���'- ������,��
�'��� �� ���+�,� B�,���,@� '�����,���+��@ � -����� �'�,3/�3F��
���/�'�� � ��+�'��� /�����,3� ^'��'�+��( -��� #��''��(� �!,�(�
'��( �,� I'������) � '�+'�� ���A���� �,- I��!�� ��'��,@�� � ����'�
���� ������/�3 �����������3� G,- ���'��- �,!������+ �'��,@�
��3�'- �����,@� ������,��� ��2� ��	���..�	��
�� + ������A
��B��� ��+��B���� ����� �&'�,3�� ��/� ������,��( '��',� ?��
��'@ +�/�',���,@�!� ������ � ����� -���� ���+���'- ��	���..	��

Y� �������� �B� � ���'�� �,!������� � A���D�� #+ ��������
������,��� '��',�) �,!������� Z����� �,!������ ��B��� ��������
A����������+��@'- +������� ��&A������ �,- �!� +���,��-� ���'���
��(� ���&������ ��'��'��� � ���� b�'�� �� �'��,@��A �,!������+ �B�
� +�&���@ ,�/D�(� H'',���+��� ��&�/�A A��������'��� �,!������+
���+���'- �
���	. ���	��.	� � ����'��+,-�� '�&�( +�B�3 � �����
'��3 ����/�� 1�B� +���,��@ ��,�� �,!������+ + '������ ��!�� �'�
',�����'- ��+����� �,!������ + '����A �',�+�-A� ��,�� �,!������
+ '���A �&,�!����-��A �,�� ��&����� '���A &,�!����-��A �',��
+�-A� Y�������� /�',� D�!�+ + �,!������ J+�,��� �A�B���- ���
&�,@D�!� �&F�!� ��,���,- �+�A ��,�A /�'�, m � n + '����� ��+�

	�



Tn � �12 ln 2�π2� lnn #��,�/��� I��( ����� 0 �/�@ �����- ���������
/�'��- ����/�)�

G,- �	���	�
� ���	��.	� '�F�'�+��� ��B�'�+� '�������A
������+ #�������� ��D�!�+�� �,!������� �,!������ ����&���� ������
'�+�� �,!������)� Y�������� �� I��A ������+ &���� ������� + ��,@�
�(D��� ��� ��''������� �������A �,!������+�

1�B� ,� I������+� ��D��@� '�F�'�+��� ,� �,!����� ��D��- ��(
�,� ��( ����/�X Z3&�3 ,� ����/� ��B�� ��D��@ ����@3���X J����
+����'��� �������'- ����� +���� �����, ����� ������( ���+���'-
��	��� ���	��.	��

��� �����
�� � ������ ����������

H�����+� ��-�@ ��� /�� � +'� ����/� ��B� ��D��@ ' ����F@3 ����
�@3����� �',� �'����@� /�� ��,�/�'�+� +'�A ���!���� #� +'�A +����B�
�A -����A) � &�,��� /�� '/���� ��!�� ��� ��B�'�+� ����/ � '/����
G�B� ��B�'�+� +'�A �����(� ���&��B�3F�A �����,@�� /�',� + ��
����,@��� � -+,-��'- '/����� G�����+���'- I�� I,��������

%�����,�B��� /�� ��B�'�+� +'�A ����A �����( '/���� "�!��� ',��
��+���,@�� �� ��B�� �A ���������+��@� fi� C�����,�� �����3 g
',���3F�� �&������

g�i� � fi�i� � 1.

�����- g &���',�+� +A���� + ��''�����+����� ��B�'�+� �� �/�+����
��,�/���'- �� ������,��3 �� ��B��( ������ fi� /�� �����+���/��
������,�B��3 � ���� /�� ��B�'�+� �D�A �����( '/����


�''������� �������� ����3 +�'@�� ���'��3 ����/�� ������,��@�
-+,-��'- ,� ���'� X�PPY� ZYVP� ���+��� /�� ���/����� f����!�����
#+����B�� �R<4Ry����!����� �,� ��B� ����������!�����)� 
��������
'-� ���F� +'�!� &�,� &� ����'���@ ���!����� � ��'������@ � ����,@�
���� C���� ��B�� ������@'-� /�� B���@ ������'- ��,!�� �/�@ ��,!����
���/�� �',� ���!����� '�'���� �� ���!� ��������� ��/��� X�PPY�

ZYVP�� �� ��+�� &���� ��+������,@��� �� � ���+����@ � ',�B�� Y�
�',� ���!����� ��,B� ���B�� /����� '��,��@� �������� �(�� ��,��
��,�B���,@�� ��D��� ���+��- xn � yn � zn� !�� n 0 +A���� ���
�� ���!������ � ��,@�� + ',�/�� �'��D�!� ��D��- +�+�'�� X�PPY�

ZYVP�� �� +�-� ,� �� ��B���'- ���+��'�+�- 0 ��� n � 2 I�� ���+��
�� � ����� ��D��-� /�� ������+�,�'@ ��� ������� ����� &�,�� S22
,��� H��� ',�+���� ���!����� + ���� ��'-���+ '���/��� ������3 ��B�
��( �� +�' ��B�� ,�!�� ���'��@� ��D��- � �(���� Y�� + �������
',�/�� S22�,����� '�����-�� ����������+ +'� -'�� � ���!�� �����

	�



/�X C!���/��-� '+-���� ' +�,�/��( ����'��+���A ��,�A /�'�, ��
� ��''�����+���� �A ,�!�� �&�(�� �,�� �� ���(�( ����� �/�@ '�,@�
�',�&��@� ������,�+ '�������� �,- ��,�A /�'�, �����+�,@�( �,���
�������� �'��,@��+�+ �,- ����'��+,��- ����A /�'�, '+-���� '��'�
���

��,� &� ����/���,@�� �',� &� �� ���'�,� ���!������ ������-
���+��-�� ,3&�3 ���!����� P '� +A���� I � ������,-��� ��/�����'- ,�
��� �� +���,��� X�PPY� ZYVP�� %���B��� /�� ����( ���!����� �
��B�� &��@�

%�����,�B��� /�� �� ���,�'@ ���'��@ ���!����� H � ������-� ���
,�/�- � +A��� �������3 ���!����� P � +�+���� [�S� �',� P ��/����
�� X�PPY� ZYVP�� � +�+���� X�PPY� ZYVP�� �',� P � ��/����� X�PPY�

ZYVP�� Y�&�,@D�� �!���/��- #+A�� I� �������� +�,3/���'- + P ) �
��-3� '����

H���� �����

P �� H
� s:<

� z:yy5� ~5;yL

%������ � +A�� �D�( ���!����� H �� '���

H �� H
� s:<

� z:yy5� ~5;yL

b�� B� ��,�/���'-X ^',� H #+ �����) +����� [�S� �� I�� ���/���� /��
���!����� � +A���H ��/����� X�PPY� ZYVP�� � �',�H #+ �����) +�����
X�PPY� ZYVP�� �� I�� ���/���� /�� ���!����� � +A��� H ��/����� Y^
X�PPY� ZYVP�� � �&��A ',�/�-A �� ��,�/�,�� � �� /�� �B���,�� %���
��+���/�� ������+���� /�� ����- ���!����� H � ��B�� '�F�'�+�+��@�
���� � ��B�� '�F�'�+�+��@ ���!����� H � ������- &� ��!,� ������,��@�
��/����� ,� ���- ���!����� P '� +A���� I ���'� X�PPY� ZYVP��

?���/�� ������� �,@�- ��D��@ ' ����F@3 ����@3����� ���+�3�'-

������4.2.� Z�!�� �&����@'-� /�� ������D���� �������� � ����-
����/�� �� ���( ���!����� � �� +A��� ������,��@� �'���+,�+���'-
,� �� ��!����&��@� ���� � �����,�+���'- ,� �� ��� ���� +A����
^� ,�!�� '+�'�� � �������F�(� ��&�+�+ + ���� ���!���� P ������
���� +�+��-F�( ���'� X�PPY� ZYVP�� %�'��,@�� ����/� � X�PPY� ZYVP�

������D���� �� ������D��� � ����/� �'���+��
"���� �&������ � '�F�'�+��� ����( ���!������ ������- �,- ������

+�,@�( ���!����� P � �����+�,@�A +A���A ���A I ��B�� �'����
+��@� ����/��'- ,� +�/�',��� P ' ����� I�

��� �F� �'��,@�� ������D���A ����/�

	S



• G,- �����+�,@�!� ��+��B���- + ��'����/� &�!���( ���������
/�'��( ������ �'���+��@� -+,-��'- ,� �� �������(�

• .'���+��@ I�+�+�,���'�@ �+�A �����+�,@�A ���������

����� ;�9�� ��D��1�� ����������&� ����)�

.'���+��@ �����D���'�@ ����/� 0 ��/�� ��-�@� ��B� ,� ��D��@
���3 ����/� �,� ��� ��B� ���B� +���,��@ ����/�� ��D��� ������A
� ���&��� /������� &�,@D�!� +������

"����- �,!������+� +��&F� !�+��-� � ��,B� &��@ '+-��� ' ����
!������� � ������,�&� �������� -����� Y�B� ����,@ ����@3�����
' ���( '������ ��'����/� ���'��-� � ' ���!�( 0 ���+�,-3F�- ��,��@
���,3/��-� '���+��,�+�� �,- ,3&�!� �,!�������

"���( ����,@3 -+,-��'- .�4
� $���
��� 1�D�� "@3��!� '��
'���� �� �	
��
	�	 �������
�� ������� ��B�� �A����@'- + ,3&�� �� ���
�/�!� ��B�'�+� '�'��-�(� ^'�@ ��
��� ���&���- � ������ + �����
��A ��!�� A����@'- '��+�,� �� �������!� ���/�!� �A ��B�'�+�� Y�
,��� ����'� �6	�� ����'��+,-3F�( ����/�� '��+�,�+ ���/�( �,��
�� �6	�
	�	 �������� �'��,@�� '��+�,� ,��� #�� &�'���/�'�� ',��
+� � '���+�) '����B�� ����	� �.�	� �,� ��	���� 1�D�� "@3��!�
��B� ���'��@ '������( M � �Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F �� ?��'@
Q 0 ���/�� ��B�'�+� '�'��-�( ����+,��-]
Σ 0 ���/�� ��B�'�+� +A���A '��+�,�+]
Γ 0 ��B�'�+� ,���/�A '��+�,�+� Σ � Γ]
δ 0 �����- ����A���+ �p, Y,D� � δ�q,X�, q � Q,X � Γ� ���'@ p � Q 0
',���3F�� '�'��-��� Y � Γ 0 �+�( ����'�+����( � ,��� '��+�,�
D 0 ����+,��� '�+�!� !�,�+�� #w �,� u)]
q0 � Q 0 �/�,@�� '�'��-��]
B � Γ, B� � Σ 0 ��'��( '��+�,]
F � Q 0 ��B�'�+� ���,3/���,@�A �,� �	������16 '�'��-�(�


�&��� ��D�� "@3��!� '�'���� �� ����A���+� ���������+�3F�A
',���3F�� ��('�+�-�

�) '/����@ ����F�( '��+�, � ������@ '�'��-�� ����+,��-]

�) ����'��@ ,���/�( '��+�, + ����F�3 ������3]

S) '�+���@ !�,�+�� +,�+� �,� +���+��

H���� +A���- ����/�� ����F���'- � ,���� ����F�- �,���� ,��
�� 0 ���(-- ',�+�� ^',� ��D�� "@3��!� + ���� ����+ ��'��!���

	�



����'��3F�!� '�'��-�-� �� !�+��-�� /�� +A���- ����/�� �	����������
+ �����+�� ',�/�� 0 ���

Y�'����- � ���'���� ��'�������� ��B� �������@� /�� ��D��
"@3��!� + �������� '��',� � ��,�/���'- �� �&�/�!� ����@3���
��� ����@3��� ��B�� �������+��@ ��D�� "@3��!� #��B� ���'��@
'���+��'�+�3F�3 ���!����� � ,3&���� -����)� �� ��&����� ��D��
"@3��!� ��B�� �������+��@ ����@3���� ��,�� ��!�� /�',� ����A���+
��D�� "@3��!� ��� �����D��� �������( ����/�� '��+�,�+ ��B�
� +������@ + +��� �������!� ��,���� �� /�',� D�!�+� '�+��D����A
����@3������ ���� �',� ����/� ��B� ��D��@ �� ��,�����,@�� +���-
� �&�/�� ����@3����� �� �� ��B� ��D��@ �� ��,�����,@�� +���-
� ��D�� "@3��!�� � ��&�����

"���� �&������ ��D�� "@3��!� ����'��+,-�� '�&�( �&'������3
+�/�',���,@�3 ��D��� ��F�'�@ ������( #+ '��',� +�/�',���'��)
'�+������ ' ��F�'�@3 ���,@�A ����@3����+�

H���� �� +'���/�,� �B� `������D����a ����/� #�������� ����/�
�'���+�)� ^',� �� ����� ��,� ' ����( ����/�(� �� ��,B� ��+�,@'�+��
+��@'- ����� ��!�� /�� ��D��@ �� ' ����F@3 ����@3���� �,@�-� ���
���+�,�� �� ����� ��,� ' ��,�����,@��� ����/���� +���- ��&���
������A �!���/�� �������� ��,����� �� ������� �/�,@�A ���
�A� +���- ��&��� � +A��� �,�� n '�'��+,-�� O�nk�� C/�+���� /��
�'��,@������ � �������� �,!������ ��,B� &��@ ��,�����,@����

����� ��!�� &�+�3� ����/�� �,- ������A '�F�'�+��� ��D�3F�( �A
�,!������ � +���- �!� ��&��� � �'�@ O�nk� � �,- ����!� ���'���+��
�!� k� "���� �,!������ ���3� ,�D@ �������/�'��( �����'�

G,- �-�� ����/ � �(��� ��,�����,@�( �,!������ � � �������
�� /�� ����A �,!������+ � '�F�'�+���� � ����� �,!������� ���'-�'-
��� ���+����� JK��	�
2� �,!������� ����- �A ��&���� ���+��������
� ��,�����,@�� A��- ���+����@ ����,@��� ��B� &�'����

"���A ����/ ��+�'�� ��!�� Y�������� ����/� � !���,@���+�� ����
,� #���'��( ���,� ���A��-F�( /���� +'� +��D�� !����)� ����/� ����
��+�-B���� ��'���'�� !���� � ����

��-� ,� ��,�'��&���� �'���@ �,!������ ��D�3F�( ��/� NP �
��,�3 ����/�� ,�/D� ��'�����@ ���&,�B��( �,!������

b��&� ����'��+��@� /�� ��,�/���'- ��,�����,@�� ����/� �� I�'�
������,@�A� ��+�(�� ��'������ ',���3F�3 ��&,��� #'�� �����&��
 I�� 1�� GB�'� G� ��/�',���,@�� ��D�� � �������D����� ���
��/�� 1� 1��� ��V�)�

%�'�@ N 0 ���( �',�+�( ���'���,@�( ������ ����/�� ��D����(
� '�+�����( ��D�� �� � /�'� $��+���,@�- ������� �+�,�/��-
I��!� ������� ��� �+�,�/��� &�'�����('�+�- �,- ����/� ��D����A ���

		



,�����,@��� � I�'������,@��� �,!��������� ������� + ��&,��
��� G,- ����F��- �&���/��( �� �'��,@���� ��� � �� B� &��+� N
�,- +'�A ����+ �,!������+�

�#������4 B� B� C��
 B� C��


�������� ��	#�����9> 	 ��� #�� 	 ���� #��

��2�#���� C�� 7���� 79��#9> 7���� 79��#9>

n N 100N 1000N
n2 N 10N 31.6N
n3 N 4, 64N 10N
n5 N 2, 5N 3, 98N
2n N N � 6, 64 N � 9, 97
3n N N � 4, 19 N � 6, 29

"���� �&������ �',� �� ����� �+������/�( �,!������ �� ��� �+��
,�/��� �����+�����,@�'�� J�1 + �222 ���� �� ��,�/�� +��!��D +�
+����� ��,@�� + S2 ���� � �',� �D �,!����� 0 I�'������,@�(�
�����+�����,@�'�@ �+�,�/��'- +�'@�� ���/���,@��

 ��&� !�+��-� �',� � '�+�����( ��D�� �� �'��+��� �&��&����@
�� I�'������,@��� �,!������ �22�&���+�� ',�+�� �� �,- ��!�� /��&�
�&��&����@ ��2 &��� �� ������'- �+�,�/��@ &�'�����('�+�� + �222 ����

����������	 
�����

�� ��� ��B� ������,��@ ��-��� �,!������X ����� '+�('�+� �����
�,!�����X b�� � ��,�/���'- �� +�/�',���,@�!� ������ � ����
!�����X

�� b�� �������'- �����- �,!������+X � /�� '�'���� ��,�� �,!��
�����+X Z3&�- ,� ����/� ��B�� &��@ ��D�� � ����@3����X

S� H� /�!� '�'���� ��D�� "@3��!�X ������ ��������/�'���� +��
,�/���� ��B� �� ��,�'�@3 �A����������+��@X b�� ��B� '���
���@ � +�/�',���,@�( ��F�'�� ��D�� "@3��!� � ���,@�!�
����@3����X b�� ����� }����,�( �,!�����X

������	���

�� #�) ��� �D� ������,��� �,!������ '+-��� ' ��D��( "@3��!�X
%������� ,� ���� ��� ������,��� �,!������ ��� �������
�,@�� � ,�!�/�'��� ���!�������+���X ^',� �������- ����/�
������D��� ��� ��������+�� ���!�������+���� ��B�� ,� ��
&��@ ��D�� ��� ,�!�/�'��� �,� �������,@�� ���!��������
+���X

	U



�� %���,�B��@ ��������,@'�+� ������D���'�� ����/� �'���+�� ���
,�!�/�� ����� ��� �,- ����/� ��/��� z:yy5� ~5;yL� $+�'�� ���
',��33 ����/� � ����/� �'���+��

S� %�-�@� /�� ��,��� ��D�� "@3��!�� ���3F�- �,��+��� ���] �
,��� ��,@�� � � ���&�,� #'/���+�3F�- !�,�+�� ��'��,�B�� ��
�����+ �)] ��� '�'��-�-� �2����7�] �/�,@�� � ���/�� '�'��-�-�
72 � 7�� ��� ',���3F�( ���!������

6A%8� 6(68(-$%-

6%*!(? T T� T�

� �\T� ] ]

9)(1"? ] �\T� �^

�� #�) Y���'��@ ���!����� �,- ��D�� "@3��!�� ������- +��'�� n
����� ����F��� � ,��� 2n �+����

	� #��) Y���'��@ ���!����� �,- ��D�� "@3��!�� ������- '�,����
+��� �+��/�� /�',��

0000T

��� ������
�� ����������� �
��� ����������

H�+�'�� ��B�'�+� '�������A ������+� ������� �'��,@��3�'- ���
��'������ �,!������+� ��� �������� �� �A�

• ��D�!�+�� �,!����� #�,� ����&��)]

• `�����,-( � +,�'�+�(a]

• �����'�+�� �,!������]

• ����&�� ' +��+�����]

• ��'������ ���/�!� �+������]

• �����/�'��� ���!�������+���]

• B���� �,!�������

	W



C�� � �� B� ����/� /�'�� ��B� ��D��@� �'��,@��- ���,�/�� �,!��
������ %�,��� �����@� '��,@�� B� +�/�',���,@�A ��'��'�+ #+�����
��&���� ���-��� +�D�( ���-��) ���&��� ��� �,� ��( ������ ��� �,�
��( �,!������ Y������ ��� �,!������ ��3� I�'������,@�� +���-
��D��-� ��!�� ��� ���!��� +����B�� �'��,@��3F�� ,�D@ ���&,�B��
�� ��D���� ���&�3� ,�D@ ��,�����,@�!� +������ ���/�� ' +�'@��
��,�� ��������,�� '������

%�� ��,��� �,!������+ &���� '/����@� /�� �� �'��,@���� �&�/�
�3 ��������''���3 ��D�� � � ��'����,,�,�+��� +�/�',��-� H
��'������ �,!������+� � �A ��,�� &���� ���+����@ ��� ��D��� ���
�����A ����/�

Y�/�� ' ���'��( ����/� ���'�� �&����� + '������ G���'��� �� ����
�� �������( ���'� T �,�� n '��+�,�+ � �&����� P �,�� m � n 0
��� ���'�� ������( �� A���� �(�� + T � "��&���'- �(�� +'� +A�B���-
�&����� P + ���'� T � ����� !�+����@� /�� �&����� P +A���� + ���'� T
'� '�+�!�� s� �',� 0 	 s 	 n �m � T �s � 1 . . . s �m � P �1 . . .m�  �+��
�-�� /�� s 0 �	����.2� ����� "���� �&������ �D� ����/� '�'���� +
�A�B���� +'�A ����'����A '�+�!�+�

%��'��(D�( �/�+���( � ��-��,��(�( ���@ 0 ���'���� ��'���
/��&� �(�� ���+�3 &��+� �&������ � ����� ���+���� '�+�����- ',��
��3F�A &��+� "���- ���!����� ���'��� � ��B��( ��B�� �� &�� ����
�� ���'��@� C/�+���� ���������'�@ �,!������ #+ A��D�� ',�/��)
O�m 
 �n �m� 1�� � O�m 
 n��

1�B� �B����@� /�� �'�@ � &�,�� I������+�� '��'�&�� ��'��,@��
+ ���'��(D�� ',�/�� ��������- � ���'�� T � ��,�/����- ��� ���+����
'�+�!� s� ���� � �'��,@����'- ��� ���+���� ��',���3F�A '�+�!�+� �
����- ��������- + ���'�� ��',���3F�A '�+�!�+ ��B�� ������@'- ���
,���(�

� �,!������A ���'�� '���� /�'�� �����+���'- ��,���� �'��,@��+��
�� ���/�A �+������+� $�&'�+�� �B� ��''������- ��� ��@D�
��D�� "@3��!� -+,-��'- ���/�� �+�������� C�����,�� �	
��
2�
���	.�� "30* ��� �-����� M � �Q, q0, F,Σ, δ�� !���

• Q 0 ���/�� ��B�'�+� '�'��-�(]

• q0 � Q 0 �/�,@�� '�'��-��]

• F � Q 0 ���/�� ��B�'�+� ���,3/���,@�A �,� �	������16
'�'��-�(]

• Σ 0 ���/�� ��B�'�+� #�,��+��) +A���A '��+�,�+]

• δ 0 �����- ����A���+ Q� Σ �� Q�
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%��+��/�,@� ���/�( �+����� �A����'- + '�'��-�� q0� %� �/��
���� /���- '��+�,� �� +A���( '������ �������� '��+�, a� �+�����
����A���� + '�'��-�� δ�q, a�� ^',� q � F � !�+��-�� /�� � �	������� ����
/����3 '������ �',� q � F � ���/����- /�'�@ '����� 	�����������

G,- ��B��!� �&����� P ��B� ��'�����@ ���/�( �+������ �F�F�(
I��� �&����� + ���'��� %�'�@� �������� P � +:6+:+?�

��� ��'�����@ ���/�( �+����� �,- �����!� �&������ ' I��� ��
���&����'- /��@ ���B�� � ���� ������,�B��� /�� ���/�( �+����� �B�
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?��'@ '�'��-�- Q �D�!� ���/�!� �+������ �&���/�� ���B���
��] q0 � 0 0 �/�,@�� '�'��-��] F �  m! 0 ��B�'�+� ����'��3F�A
'�'��-�(� '����B�F�� ��,@�� ��� I,����] �����- δ ����� ��!����
δ�q, x� �����+��� � �� '�'��-��� + ������� ����(��� �+����� ��',� '/��
��+��- '��+�,� x� �A��-'@ + '�'��-�� q #��'���'�+�� '���,��� ��+��
/�3F�( �������,�&� '��+�,�� ���/��� ����A�� + '�'��-�� 0) � ��B�
'/����@ �,- ���'����� /�� ��B�'�+� +A���A '��+�,�+ Σ '����B�� +'�
���&�(��� '��+�,��

%������( � ��'��� �+����� ��B� '/����@ ��'�������
�',� �� ������,�� �����3 δ�q, x�� %�'����� '�/�,� ������
��3 +'����!���,@�3 �����3 #��� ���+����3 ���������
���)
σ : Σ� �  0, 1, . . . , m!� J�� �����- ��,B� '��+��@ + '���+��'�+�� '����
�� x �,�� ���'���,@�!� '�����'� x� -+,-3F�!�'- ������'�� P �

σ�x� � max k : Pk � x!.

%�'��,@�� P0 � ε -+,-��'- '�����'�� ,3&�( '������ σ ������,�� �
+'�� Σ� #Σ� � Σ "  !)� ^',� �,�� P ��+� m� �� σ�x� � m ��!�� �
��,@�� ��!��� ��!�� P 0 '�����' x� ^',� x � y� �� σ�x� 	 σ�y��

"���� �&������ ���/�( �+������ ������( '���+��'�+��� �&�����
P �1..m� ��B� ������,��@ ',���3F�� �&������

• ��B�'�+� '�'��-�( Q �  0, 1, . . . , m!]

	�



• �/�,@�� '�'��-�� q0 � 0]

• ��B�'�+� ����'��3F�A '�'��-�( F �  m!]

• �����- ����A���+ δ ������,�� ',���3F�� �&������

δ�q, a� � σ�Pqa�,

!�� Pq 0 '����� P �1..q�

Z�!�� ���'��@ ���!������ ������- +�/�',-�� ��/��� ������
δ�q, a�� �,- I��!� �����&���'- ��� '���( !��&�( ���,������ +���- ���
�-��� O��Σ�m3�� $�F�'�+���� ������ ������ ' ����F@3 ������!� ����
��- ����A���+ '�����'- �� +���- O��Σ�m�� "���� �&������ '������-
',�B�'�@ ���'�� ���'����� + ���'�� O��Σ�m� n�� ����/��� �',� ���'�
&�,@D�(� � �&����� ��������� �� ���+�� ',�!����� + I��( ����� ��B�
����&��/@� C&E�� ���-�� #�,- A����- ��,�/��( ��&,��� ����A��
��+) 0 O���Σ� � 1�m��

1� ��''�����,� �������F�( ����� ��� �����&� ���B�� +'�!� �,-
��!�� /��&� ��&,�B� ���������@'- ' ���/��� �+��������� 
��������
'-� +�D���,�B��( �,!����� '�+'�� � ���'�+��(� +���,-3F�(
���'� �&����� + ���'�� �� �����,���� +���-� �,!����� 3
���L 	�����
������ �/�@ ��A�B � �������F�(� � +��'�� ������ ����A��� +��
/�',-��'- ������'������- #�� +���- O�m�)� ������- �'�� �������
��3 � ���� !�� + �&����� P ��+���� +'���/�3�'- ���,�/�� ������'�
I��( '����� #�&�����)� H'��,@��+��� I��( ��������� ���+�,-�� ��&��
B��@ ���+���� ��+����� �����'����A '�+�!�+�

� �,!������ ���
��3���� '����� P � T ��''�����+�3�'- ��� &�,@�
D�� /�',� + '�'���� '/�',��- ' �'�+���� d � 255

P � P �1dm�1 � P �2dm�2 � . . .� P �m,

Ts � T �s� 1dm�1 � T �s� 2dm�2 � . . .� T �s�m.

HF��'- ����� '�+�!� s� /�� Ts � P �
%� 'A���  ����� P +�/�',-��'- �� +���- O�M�� �� ����� B� +���-

+�/�',-��'- T0� �'��,@�� Ti +�/�',-3�'- �� +���- O�1�

Ts�1 � �Ts � T �s� 1dm�1�d� T �s� 1 �m.

���/�� `/�',�a Ts � P &���� �'��,@�� +�,���� /�� �������� ' ��
�� ������'- ���,���+�+��@ `+��/�3a� �� ����� �&������ ',�B�'�@ ����
����( ���B��-� ',�B��- � ���� &���� ���!� &�,@D�� /�� O�1�� �
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'/�'�@3� I�� �����'�@ ��B� ������,��@� &���� �����+����@ +'� +�D��
���+����� +�/�',��- �� ����,3 �������!� ���'���+��!� /�',�
q #'+��!� ���� AID������-{)� � I��� ',�/�� +'� /�',� � &���� ���+�'�
A����@ q � +'� Tj +��'�� ' P &���� ��('�+���,@� +�/�',�� �� +���-
O�n � m�� C&�/� + ��/�'�+� q +�&���3� ����� ���'��� /�',�� /��&�
dq ����F�,�'@ + ��D��� ',�+�� .+� �� ��+�'�+� /�'�, Ts � P �
',����� ��+�'�+� '���+��'�+�3F�A '����� �� ��,B� ���+����@ '�+�
����3� ,� '����� � '���� ��,�� ^',� � '�+����3�� �� ������D,� ���
���+����� A�,�'��� '��&���+���� � A��D�� ',�/�� �,!����� ���&���
+����� O��n � m � 1� 
m�� �� �'�@ ����!� B� ��� � '���( I,�������
�( �,!����� #�,3' ������� � ��������/�'��� ��('�+�-)� � '�����
B� �B������� +���- ��&��� �,!������ O�n� � O�m�v � n�q��� !�� v 0
��,�/�'�+� +A�B���( �&����� + ���'��

%��+�������� ��&�,�� I������+�� �,!������� ���'�� �&�����+
-+,-��'- �,!����� 7	����� ���� J��� �,!����� ��,�/���'- �� ��''����
���A +�D�� ������+�A� � �����+���� '��+��� P �1..m � T �s�1..s�
m '���+� �,�+�� ���+����A� � ++���� �+� ��� ���+����� I+��'����
#I+��'���� '����'��+�,� � I+��'���� &�����'�!� '�����'�)� J�� I+���
'���� ���+�,-3� +�+'� � ��''�����+��@ �������� ��/��- '�+�!� s�
^',� ��� ���+���� '�+�!� s �&���B�+���'-� /�� '����� � '�+������ '
�&������� �� ��B��- �� I+��'��� �����+��� ��/���� � ������� ��B�
�+�,�/��@ s� � ���'�-'@ �����'���@ ����'����( '�+�!� H� �+�A '�+��
!�+ #j � λ�T �s � j �,- I+��'���� '����'��+�,� � γ�j �,- I+��'����
&�����'�!� '�����'�) +�&�����'- ��&�,@D�(�

$����'��+�, 0 I�� ���+�( '���+� '��+�, + ���'��� ��,�/�( �� '��
��+��'�+�3F�!� '��+�,� �&������ Y�������� �',� '����'��+�, +�-+,-�
��'- ��� ���+�� B� '��+��� #P �m � T �s�m) � � +'���/���'- �!��
+ �&������ �� '�+�! s ��B� '���� �+�,�/��@ � m� ^',� '����'��+�,
+'�����,'- � j�( �������� � + �&���� � ��-+,-��'- � k ��'�� #k � 0�
�',� � � ��-+,-��'- + �&����� +��&F�)� �� ��B� �+�,�/��@ '�+�! s �
j � k� �',� k � j�

J+��'���� &�����'�!� '�����'� ����,�!��� + ',�/�� �'�+�����-
P �j � T �s� j #j � m) �+�,�/��@ '�+�! �

γ�j � m�max k : 0 	 k � m � P �j � 1..m � Pk!,

!�� � ���/���� /�� ��� �� ���'���� -+,-��'- '�����'�� ���!�(�
� A��D�� ',�/�� +���- �,!������ ��(����1��� O��n�m� 1� 
m�

�Σ��� Y� ��������� ������ I��� �,!����� /�'�� �����+���'- ��&�,��
I������+���
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����� �� ������ �"�������1� "� ������ ���� ��� � ����#
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�''������ ����/� �& ����+,��� '�'����( �� N �'��''�+��A '�����
��+ ?��,� #H$?)� ^',� + �/�,@�( ����� I,����� ��&�� +'�A �D�A
'������+ ���+,��+��-3� �������� �',�+�-�� ���+�,-3F�� '�'����
���������+��@ ����,@� #�������� �,- '�'���� �+�!�����A
'������+ ' ��B��( ��/�� ��+��A�'�� ?��,� ���+����� ��,B�
&��@ +����� � ���� ���A '������+)� �� ��� ��('�+��� ���,�/�A +���
��F��( I�� �',�+�- + ���� ����+ ����'��3� +���,-�@'-� "��&���'-
' ����F@3 ����A�,�&� ����+,-3F�A +����('�+�(� �������� +�,3/�-
+ ������,��� ������ �+�!���,�� +�''���+,�+��@ �B�3 ����!��
����3 '�'�����

^'��'�+�� ���+����@ ����������3 �� �������-�� �&�'��/�+�3�
F�� I�����/�'�@ ����+,��-� G,- �D�A ����+,-3F�A +����('�+�(
#+�,3/��� �+�!���,�( + ������,��� ������) ��B� �!���/��@'-
�+��- �������������� �������-��� C�� �� I��A ��������+ 0 ���
,�/�'�+� �����/�+����!� ���,�+�� � ���!�( 0 �&F�� /�',� ��������(�
%�',���( �������( '+-�� ' ���B�'�@3 '�'�����

^',� &� �� ����������+�,� ,�D@ �� ����� �������3� ����/� ��D��
,�'@ &� ���'��� ,�&� /�',��� ,�&� ��,���/�'�� �� �D,� &� ��/��
�- ���������+ ����+,��- #������� + ������� �� ��,B� +�,3/��@
�+�!���,�� ����,���,@�� ����,@'�� ������� �� ������� '��������
� ����)� ��� ������A ���&�+�,�'@ &�� �������� �����,@�� �������
���,�+��

^',� B� ����A ��������+ �+� �,� &�,@D�� ��� +��&F� !�+��-� �� �
��B�� �(�� ��/��- ���������+� ������� ���+����� ����������
+�,� &� � ���� � ���!�( �������(� G�,� ��� � + �'������� �,� �&�'�
�( ��A����� � + '��� ������������ G�('�+���,@�� �',� �� �(���
���������� ���������3F�� ��D��� �� ��������� ����� �������3�
�������� �� ���,�+�� �� ��,�+���-��� /��&� I�� ��D��� &�,� ���
����,@� � �� ���!��� #���+�'�����) �������3� �������� �� /�',�
��������(� H'�,3/���� ��!�� &��@ ��,@�� ��+�'���� ��������� '���
B��� �',� &� ���� ��������� ',�B�,� ��,�/�'�+� ���,�+� + ���A� �
���!�� 0 ��,�/�'�+� ���,�+� + ����A�

� �&F�� B� ',�/�� �� ��B�� ��,�/��@ ��,@�� ���+�3 #+ ',�/�� �+�A
��������+)� '�'��-F�3 �� ��/��� ������� �,@�- �,�/D��@ �� �&��� ����
����-� '����� "���� ��D��- ���+�3�'- 	��.���
2. �	 ���M��	�

�����'- � �D�� '�������� 
�''������ '�'���� �+�!�����A
'������+ ���� }Rx<9R; #���/�'�+�� H$? � ���A ���!�+�A ��&���A '
������+�� ��,����� � ��+���'��-F��� +�'A��-F��� ��,���] �
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���( ��&��� �A��-�'- N � 8 '������+)� "��&�+��� � '�'���� 0 �&�'�
��/��@ +�����'�@ �� ,3&�( ��/�� ��+��A�'�� ?��,� + ,3&�( �����
+����� /�����A H$? 0 +���,-��'- ��� ��+������ ��'�����,���
'������+ �� ��&�����

G���'��� �� ����� #'�� �����&�'�� + ���!�A ���'�A) +�/�',-�@�
��!�� � ����� ����,@'� �'�F�'�+,-�@ �,- '�'���� �� N '������+ + ���
+�'���'�� �� �A I+�,3���� �� �'�@ ����� +�/�',-�@ � ��,�B��- '����
���+� � ����,@'� �,- ������B��- �A ����!������� ?���/� '�'����
+ ���� /��&� '��,��@ I�� ������,@�� �� %����� #�� �'�@ �� �+�� ����
����-� '����) �&������ *'�� /�� /�� ��B� �� &���� ��,��@ ����������
��� '�,@�� ��,B� &��@ ����,@'�� ��-� ,�� ��B� �'��,@��+��@ �/�@
��,�� ����,@'� �/�@ ������

H� /�!� +�&����@X ����� `D�+�,��@a ��,�B��� ��B��!� '������+�
����&���- +'� ����'����� ����!������� G,- ���+�!� '������ +��@�
��� �������( '����� 0 � φ � 2π�N #/��@ &�,@D�) � &���� ����&����@
' �������� D�!�� �!�,� ������,-3F�( ��,�B��- '������� %�,�B��
�� +����!� '������ &���� ����&����@ + '������ �� h � h� φ �� ���+��
!� '������ � ���� G,- ��B��( ����'����( ����!������ +�/�',-3�'-
���&����� �,- ������B��- ��&�/�!� '�'��-�- ����,@'� � +�/�',-3��
'- �+� �������-� F1 0 '������( ����,@' � F2 0 �&F�� /�',� ��������(
#+ ������ +�����)�

H���� �� ����� ��� ����&����@� ����� ������B�+��@ '�'���� + ��&��
/�� '�'��-�� � +�/�',-�@ ��/��- ��������+� Y�B� ��'�����@ ���
B�'�+� ������,@�A �� %����� ��/���

� �����''� ����&��� ���������'- ��''�+ ������,@�A ��/��� b���
&� ���'� ������,@�A ��/�� �'�F�'�+��@ ��&�,�� I������+�� '���
'�&��� I��� ��''�+ ',����� ����-��/��@ �� ����� �� ��������+� �����
���� �� F1� G,- I,�����+ I��!� ��''�+� ���&���'- ������,��@ ,�D@ ���
�������� 0 ���'� ��'�� I,����� + ��''�+�� +�,3/��� �+�!� I,�����
+ ��''�+� �'�,3/��� I,����� �� ��''�+�� �'� I�� �������� �'�&��
I������+� ���,���3�'-� �',� �'��,@����'- '��'��+�- '��������� "��
!�� �,- ��B��( �+�( ��/�� z �  xi, y�j! �A����'- ��'�� + '��'���
����� /�� F1�z1� 	 F1�z� 	 F1�z2�� !�� z1 � z2 0 �+� ��',���+���,@�A
I,����� '��'��� ^',� F2�z1� � F2�z� � F2�z2�� �� ��/�� z ��,B� &��@
+�,3/�� + '��'��� � +'� ��',���3F�� ��/�� zk � z2, z3, . . .� �,- ������A
F2�zk� � F2�z�� ��,B� &��@ �'�,3/��� C������� /�� ��D��� +���-
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